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STORIA TRIGONOMETRICA. 


SUjuidetn in omni scienti arum genere , notte qtiibus gra • 
dot un utcrvm entis adole* trini jucundistimum est , et ad 
rerum iptorum intelligenti am pturunum conferì. 

Sam.Homi.ey pag. 5i in Com. in Arilhjfcn/t. 


Prime ricerche trigonometriche 
presso i Greci. 

I primi germi delle funzioni circolari apparvero, 
da che il divino Archimede (i) intraprese a rettificare 
la circonferenza; poiché da questa ricerca egli si vede 
passar mano mano dal raggio del cerchio alla de* 
terminazione delle corde rappresentanti i lati di 
quella serie di poligoni regolari successivamente in- 
scritti in esso , crescenti sempre in ragion doppia 
rispetto al numero de'lati , cominciando dall' esago- 
no ; ed egli dovè inoltre procedere ancora alla de- 
terminazione delle saette, ed apotemi , o coseni del- 
la metà degli archi medesimi . Inoltre trovasi anche 


(i) Circa a5o anni prima dell’ Eira volgare. 



* X 


I ' |> $ >t « I I o 

n <la hii de tcrtni nata la tangente dell' arco di 3o° 

« > ! .Dopo Archimede, Ipparco (*) misuratore 1 dell’ 

Astronomia presso de'Greci si occupò pure della de- 
terminazione delle corde degli ardii circolari , e trat- 
tò quest' argomento in dodici Libri , come col rap- 
porta Teone nel suo Lomento all’ Almagesto di To- 
lomeo; e questo lavoro d’ Ipparco , per quanto lice 
congetturarne , doveva essere un compiuto Trattato 
di Trigonometria por que' tempi . | ■ i >>> 

Seguentemente Menolao , ne' priadpj del se- 
condo secolo dell' Era volgare , compose sei libri 
intorno allo stesso argomento . Ma nè meno quest’ 
opera di Menelao, nella quale par che dovessero 
contenersi non solamente i principi per lu determi- 
nazione delle corde, ma anche le Tavole di queste, 
è , a noi pervenuta . Scrisse anche questo Geo- 
,j metta tre libri degli Sierici, che Maurolico foce 
il primo conoscere traducendoli dall’Arabo in Lati- 
no , e pubblicandoli nel 1 558 (5) ; ma essi non 
sono già, come aedi: il Signor Hutton,, un Trat- 
tato di Trigonometria Sierica , avendo per oggetto 
]a teorica de’ triangoli sferici , intorno a' quali con- 
tengono molli teoremi curiosi c poco conosciuti. 

. Poco dopo di Menelao , o pure contempora- 


(z) Circa i5o anni prima dell'Era volgare. 

(3) Regiomontano prima del Maurolico gli aveva 
anche tradotti; ma questa sua opera , insieme con altre 
traduzioni, che fece di libri di Matematici Greci, con- 
servasi tuttora manoscritta' nella Biblioteca di Norim- 
berga. 
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XI 


di Storia Trigonometrica 
neamcnlc , Tolomeo (4) occupatosi deli' Astronomia 
e della Geografia dove necessariamente entrare a 
trattar di proposito di ricerche Trigonometriche ; c 
la sua opera, eh' è la sola che siaci pervenuta da' 
Geometri Greci , intorno a questo argomento , può 
farci conoscere fin dove questa scienza tosse giunta 
a quel tempo , sia che Tolomeo non abbia fatto al* 
tro che raccogliere le cose , eh' egli espone , da’ 
Geometri suoi predecessori , sia che le abbia in gran 
parte egli stesso inventate. 

In tali ricerche egli suppone diviso il raggio 
del cerchio in 60 parti uguali , di una delle quali 
si vale poi per nnità nel determinare le corde de- 
gli archi procedenti per uguali differenze . La Ta- 
vola degli archi , e delle corde , ch'egli riporta nel 
I®. Libro del suo Almagesto contiene tre colonne . 
Nella prima delle quali sono registrati gli archi di 
3o in 3o minuti; nella seconda le rispettive corde 
espresse in parti sessagesime del raggio , co’ loro 
minuti e secondi ; e nella terza finalmente le diffe- 
renze delle corde corrispondenti ad un minuto de- 
gli archi , o la So."** parte delle differenze tra le 
corde registrate nella seconda colonna. Egli espone 
anche in questo luogo il metodo da lui tenuto per 
la costruzione di questo canone di corde , fondato 


(4) Questo Matematico antico non fu gii nativo 
di Pelusio , come si è da tulli creduto ; ma di Tole- 
maidc in Egitto ( F~egg. il Montitela.) 
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sul celebre Teorema da Ini dimostrato pel quadrila- 
tero inscritto nel cerchio, cioè che : 11 rettangolo 
delle diagonali pareggia la somma dei due ret- 
tangoli ciascuno contenuto da' lati opposti (5); 
il qual Teorema tra poco vedremo campeggiare nel- 
la nostra costruzione del Canone Trigonometrico. 
Ed è da credere che non avrebbe quel Geometra 
sicuramente mancato di compiere ss utile computa- 
mcnto delle corde suildctte da lui cominciato , se 
la Geometria fin da que' tempi fosse stata ador- 
na di simboli algebrici in convenevol modo. 

Trigonometria presso gli Arabi. 

Il Canone Trìgonometrico espresso per le cor- 
de degli archi , continuò ad essere in uso fino a 
circa il nono secolo , alla quale epoca gli Arabi co- 
minciarono a sostituirvi quello de'seni , che a vero 
dire , è più facile , più comodo, e più spedito del 
precedente. Dobbiamo inoltre ad- essi una maggio- 
re ampliamone di questa scienza , ed alcuni impor- 
tanti Teoremi , de' quali anche adesso ci valghiamo 
con qualche vantaggio nella costruzione del Canone. 


(5) La dimostrazione di questo Teorema i stata 
da noi recata nell' Addizione al Libro VI. degli Ele- 
menti di Euclide ( f'egg. il voi. l. dtl presente Corso.) 


■ * 
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DI S T O a I A Ti IOOSOMETB1CA. 

- ' : i. t a -t« .t. • »!.• 

Trigonometria presso gli Europei < 

•••• » .> . . > . •» 

Gli Europei appresero la Trigonometrìa dagli 
Arabi , ma è incerta l’ epoca in cui ciò ar venne , 
e chi fa il primo ad apprenderla da essi ; nè la 
Storia delle Matematiche ci presenta cosa che pos- 
sa esser per noi di qualche importanza intorno a- 
gli avanzamenti della Trigonometria presso costo- 
ro, fino al principio del i 5 .° Secolo , nel quale 
Giorgio di Piu-bach (6) arricchì la Trigonometria 
e l’Astronomia di nuovi Teoremi, Tavole, ed os- 
servazioni • ■ Egli fu il primo , che per costrui- 
re con piò approssimazione la Tavola de' seni, im- 
maginò di estendere la divisione del raggio, pra- 
ticata , come si disse la prima volta da Tolo- 
meo , fino a 600000 parti uguali , e computò poi 
con tal divisione gli archi circolari da io in 10 
minuti . E forse la Trigonometria uon pochi altri 
vantaggi avrebbe tratti dall’ ingegno, e da' travagli 
di questo valentissimo Astronomo , se la morte non 
lo avesse immaturamente rapito alle Matematiche in 
età (li 09 anni . 

Le sue tracce però furono ripigliate dal suo 
allievo Giovanni Muller (7) , conosciuto volgarmente 
col nome di Regiomontano , dalla città di Konigs- 
berg ( Mons Regius ) in cui nacque . 


( 6 ) Così chiamato perclié nativo di Purbach , tra 
P Austria , e la Baviera , nacque nel i4’i3 . 

( 7 ) Nato nel i436. 
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Da principio il Regiomontano ritenne la sles- 
sa divisione del raggio adottata dal Purbach , e cal- 
colò solamente i seni di minuto in minuto ; poi , 
esaminate meglio le cose , conobbe eh' era più 
vantaggioso di dividere il raggio decimalmente , 
e lo suppose perciò di i oooooo di parti . Al cano- 
ne de seni e coseni , il solo che si fosse conosciu- 
to ed usato fino a lui, aggiunse quello delle tangen- 
ti , che chiamò Foecimdur, ma non vide poi l'uso 
vantaggioso , che poteva farsene nella Trigonome- 
tria . Egli rinvenne inoltre molti nuovi principj per 
la risoluzione de’ triangoli , per mezzo de' quali la 
Trigonometria Rettilinea arrivò fin d’ allora, per que- 
sta parte , a quella stessa perfezione iu cui presente- 
mente si trova . 

11 quinto ed ultimo Libro del suo Trattato de 
Trìangulis planis et sphaericis (8), che si ragguarda 
alle due Trigonometrie, contiene varj Problemi spe- 
ciosi della risoluzione di queste figure, alcuni dc’quali 
si trovano recati nel Capitolo ultimo del Libro II. della 
nostra Trigonometria . Ed è da notare che nel nu- 
mero di essi ve n’ ha di quelli , per la risoluzione 
de' quali era bisogno di quelle supposizioni inde- 
terminate di quantità , che annunziano la conoscen- 
za dell' Algebra ; e che per un di essi giunto eh’ 
egli è all' equazione si arresta , dicendo : fiat se- 
cundum nota artis praecepta ; ed ilMontucia nel 


(8) Un tal trattato fu dall’ autore scrìtto circa l’ 
anno a 4^4 » e pubblicato in foglio a Norimberga nel 
l5i3. 
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di Storia Trigonometrica. 
far ciò notare dice che » potrebbe*) da questa cir- 
» costanza inferirne , che l'Algebra fosse stata couo- 
» sciula in Europa prima di Luca di Burgo ( soggi un- 
» gasi e di Lionardo Pisano) se per avventura non 
» si volesse supporre , che le soluzioni di siffatti 
11 Problemi , contenuti in quel Lib. V.® della sud- 
si detta opera del Regiomontano , fossero state ag- 
ii giunte dallo Schoner , che ne fu l'editore quasi 
u un secolo dopo la morte dell' autore (9). 

Ma il Montucla avendo seguentemente convenuto 
che il trasporto dell' Algebra in Italia , per opera di 
Lionardo Pisano , abbia avuto luogo non già , come 
prima equivocò , nel XV° ; ma bensì non molto innan- 
zi nel XIII° secolo (10) , cioè quasi due secoli prima 
che vivesse il Regiomontano , ci libera dall’ entrare 
in qualunque esame a questo proposito . Sicché al 
Regiomontano non dovrà farsi il torto di non ricono- 
scerlo per autore di quelle soluzioni , ed a noi al- 
tri Italiani non dovrà togliersi il vanto di aver fat- 
ta conoscere in Europa una tale scienza , che fum- 
mo i primi a coltivare , e che abbiamo poi gran- 
demente contribuito ad accrescere e migliorare . 

La perfezione alla quale Regiomontano aveva 
portata la Trigonometria e il Canone Naturale fece 
ai , che quasi contemporaneamente con lui molti ad 
un tratto cominciarono a trattar con successo le 
stesse ricerche , aggiugnendo ad esse , e perfezio- 


(9) Montucla - HUtoin des Malhèmatiques. 

(10) Addizioni in fine del volum. 1. dell'opera po- 
c’ anzi citata. 
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Dandole sempre più. Di fatto abbiamo che , a quell' 
epoca G iovanni Vcrner compose aneli’ egli cinque 
libri su i Triangoli; e '1 famoso Astronomo Coper- 
nico trattò pure la Trigonometria sì Piana , clic 
Sferica , costruendo il canone de’ seni colle diffe- 
renze per ogni io minuti del quadrante , e per un 
raggio diviso in 100000 parli uguali ; ed brasino 
Rcinliold costruì e pubblicò le Tavole delle Tan- 
genti , che chiamò , come il Regiomontano , Ca- 
non foecundus . 

A quest’ epoca stessa fioriva nelle nostre Re- 
gioni un uomo insigne nelle Matematiche , delle 
quali non lasciò parte che non coltivasse , Fran- 
cesco Maurolico (n) ; e non potè essere a me- 
no che quest’ uomo agitato dalla voglia di di- 
stinguersi tra’ suoi contemporanei , in mezzo a tan- 
te ricerche Trigonometriche che traltavansi allora , 
principalmente in Germania , non vi volesse anch' 
egli la sua parte . Frullo di queste sue fatiche fu 
l’ introduzione delle seganti nel calcolo Trigono- 
metrico , c nella risoluzione de’ Triangoli , e l’isti- 
tuzione della Tavola di esse , clic chiamò Benefi- 
ca ; c che da lui fu calcolata di grado in grado , 
e di minuto in minuto (12). 

In tal modo dunque il Canone naturale Tri- 
gonometrico prese tutta quella perfezione , che con- 
serva anche al presente. 


(11) Nato in Messina nel 1 4 d 4 - 
(la) Veg. a tal proposito il Lib.ll . 0 Sphatr.AIaur, 
p. 6 q. 
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t! StOXIA TlICOHOMtTtlCi. 

Falsa è poi interamente l'opinione del Lansber- • 
gio , che questo Canone delle seganti si apparte- 
nesse al Retico , le di cui Tavole furono pubblicate 
dopo la morte dell' autore dal suo Allievo Valentino 
Olhone nei i5g4t c °l titolo di Opus Palalinum, 
cioè almeno 36 anni dopo eh' erano comparse in 
pubblico quelle del Maurob'co , che furono pubblicata 
nel 1 558 , e prima di quest' epoca da lui medesimo 
annunziate nel i55o. E la stessa perfezione mag- 
giore delle Tavole del Retico , in paragone di quel- 
le del Maurolico, avendole il Retico costruite suppo- 
nendo il raggio diviso in tooooooooooooooo par- 
ti, e di io in io secondi, annunzia chiaramente, 
che questo (u posteriore al Maurolico in tal ri- 
cerca, e che non potendo prevalergli nell'invenzione, 
si sforzò sopravanzarlo in perfezione (i 3). Dopo il 

3 


(i3) Il dotto Astronomo Sig. Delambre, nella sua 
Storia dell'astronomia del Medio Evo, tratta per verità 
con troppa ingiustizia il Maurolico, menomandolo di 
quella non comune considerazione in che Thanno sempre 
tenuto i Matematici non solo contemporanei , ma anche 
posteriori, e delle lodi che gli sono meritamente da essi 
latte . Ed ecco come si esprime il Delambre : a Ce qui 
a a £ait vivre le nom de Maurolycus , c'est qu’il passe 
» pour-avoir le premier introduit , dans les calculs tri- 
» gonomètriques , l’usage des sècantea , dont il fìt im- 
a primer une laide dans le volume , dont voici le ti- 
lt tre en entier a . E qui egli rapporta questo titolo . 
Di poi dopo aver esitalo a credere , nel luogo po- 
c' anzi recato , che Maurolico fosse stato l’ introduttore 
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già detto del Regioraontano , e del Maurolico , si 
rileverà chiaramente 1’ errore del Briggs , che attri- 
buisce l' invenzione del Canone delle Tangenti e Se- 
ganti a Reinholds . 


«Ielle seganti nel calcolo trigonometrico , passa a dir 
qualche cosa delle opere di questo geometra contenute 
in quel titolo , senza farne molto caso . Ma se il Signor 
Selambre *» fosse dato il pensiero nella sua analisi cri- 
tica di queste opere di Maurolico , di considerare i 
tempi in cui furono fatte, certa inente non cosi felici per 
le Matematiche come i nostri; ma che però ci hanno pro- 
dotta tutta quella Ine? , che ora ci abbaglia : e se per 
poco avesse avuta la bontà di gettar lo sguardo sugli altri 
lavori geometrici del Maurolico , e principalmente per 
ciò che riguarda i Conici di Apollonio , in cui fece 
anche cambiamenti tali, che meritarono di essere adot- 
tati da varj Geometri , e specialmente dal Signor de 
la Hire , Francese : se in somma egli avesse voluto de- 
ferire per poco al seu ti mento del Viviani , geometra 
sommo , il quale , non ostante , che Maurolico non a- 
vesse colpito nel segno nella divinazione che fece del 
quinto libro di Apollonio , pure stimò le geometriche 
speculazioni latte dal geometra Messinese degne di lode 
per modo , che ne tenne conto nella Prefazione eh' c- 
gli scrisse per 1’ altra immortai divinazione , che egli 
diede del libro stesso del Geometra di Perga . Se a 
tutto ciò avesse posto mente il Delambrc , non dubi- 
tiamo affatto , elio sarebbe stato uniforme nella manie- 
ra di pensare col suo dottissimo compatriota , il Si- 
gnor Montucla , il quale in più luoghi della sua Sto- 
ria delle Matematiche, che noi preghiamo di riscontra- 
re , parla con assai rispetto del Messinese Maurolico , 
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DI Smi * T«ICO»OXUt!£l. 

Il Vieta ( i 4 ) ristoratore c promotore di ogni ra- 
mo di Scienze Matematiche a'suoi tempi , si occupi» 
aneli’ egli della Trigonometria , e stabili nuovi teore- 
mi importantissimi per la costruzione del Canone , 
che perfezionò grandemente (i 5 ) • Egli costruì pure 
separatamente le Tavole Trigonometriche pe'seni , t 
quelle per le tangenti e seganti , di minuto in mi- 
nuto colle loro differenze , e col raggio 100000; 
e per le tangenti e seganti verso la fine del qua- 
drante , ne estese l’ approssimazione ad 8 e 9 ci- 
fre (ì 6) . È singolare anche, e degna di essere 


chiamandolo geometra originale — uno de'più furti geo- 
metri del tuo tempo — pieno di ipirito geometrico , ec. 

( Vegg. la Storia delle Matem- Voi. I. alle pag. 563 , 
57» e 696. ) 

Noi ci siamo astenuti dal produrre qui in favore 
del Maurolico ciò che sta detto nell’ elogio che non ha 
molti anni ha pubblicato il dotto Ab. Scine, temendo 
che questo , sebbene imparzialissimo , potesse essere at- 
taccato di deferenza nazionale. 

(i4) Nato nel i 54 o a Fontenai nel Basso Poitou , 
Provincia dalla Francia . 

( 1 5 ) Veggansi le sue opere pubblicate da Francesco 
Schooten nel 1616 , e specialmente il trattato de Sectio- 
nibut Angularibus. 

(16) Queste Tavole furono dall’autore pubblicate 
in Parigi nel 1 S^g , col titolo di : Canon Mathematicue 
teu ad triangola, cum appendicibus. È ad esse aggiunta 
dall* autore medesimo una seconda parte con 1’ epigra- 
fe : Universalium inspectionum ad Canonem Mathemati - 
cum liber tingularit , in cui condensi la costriuione 
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avvertita la disposizione eh' egli il primo diede a 
queste Tavole, aumentandole da parte di man sini- 
stra fino a 45°, e ritornando poi in dietro verso 
destra, per disopra, fino a 90 °; sicché in tal modo 
ciascun arco, e ’l suo complemento trovansi nella 
stessa linea , e cosi le loro linee trigonometriche 
rispettive . E tal disposizione comodissima ò anche 
al presente ritenuta nelle Tavole Trigonometriche . 

Il Vieta serbò pel canone delle Tangenti la 
denominazione di Foecundus , datali dal Regio- 
montano , >e chiamò Foecundissimus T altro delle 
seganti. 

Serva ciò che si è detto del Vieta di limite a 
quanto si era fatto per completare il Canone naturale 
• la Trigonometria ; mentre tatto ciò che produssero 


delle tavole esposte nella prima parte , un compendio 
di Trigonometria Piana , e Sferica , con applicazione 
di essa , e molte altre ricerche intorno alla quadratura 
del cerchio , alla duplicazione del cubo ec- Un tal li- 
bro però ebbe la disgrazia di uscire in luce , carico di 
errori tipografici , lo che al Vieta essendo dispiaciuto, ne 
ritirò tutte le copie ebe potè riavere , sperando di po- 
terne fare una nuova edizione corretta , come egli stes- 
so il promise , allorché parlando della presente sua o- 
pera si espresse: Sed qui anno >579 fu il editus infeli- 
c iter Canon meta Mathemaiicut , il cura lecunda rteo- 
gniiui majorem fortassit , a pud eoi ( Canonislai ) oh- 
imè bit auctorilatem ( Opera Malli, pag. ) 

Ma tal seconda edizione non avendo però avuto 
mai luogo, 1' opera è divenuta di una rarità estrema. 
( F e Si ■ *1 Montitela vtl. 1. pag. 610). 
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« 11 questo argomento io seguilo e il Rctico , c l'Ot- 
tone , il Pifisco , e ’1 Lansbergio cd altri , non sono 
che semplici miglioramenti c riproduzioni delle co- 
se precedentemente fatte ; e ciò a fin di giungere 
celeremente ad una delle epoche più interessanti per 
la Trigonometria , nella quale questa scienza prese 
un aspetto tutto nuovo , che ancora conserva , e con- 
serverà sempre . 

In tanta copia di ricerche Trigonometriche fat- 
te in Germania , in Italia, ed in Francia , l'Inghilter- 
ra sola non sembrava di essercisi interessata gran- 
demente . Questa Nazione però , presso la quale le 
Matematiche sono state sempre coltivate con impe- 
gno , e successo , si serbava ad una scoperta im- 
portante c grandissima , cioè all’ invenzione de’ Lo- 
garitmi , ed alla costruzione del canone artificiale . 

Giovanni Nepero Barone Scozzese (17), uomo 
dotato di un intelletto penetrante , spaventato dalle 
immense moltiplicazioni e divisioni che facevano di 
bisogno , volendo far uso delle Tavole Trigono- 
metriche fino allora costruite , si diede ad escogita- 
re qualche mezzo onde facilitare queste operazioni 
ne’ grandi numeri ; ed egli ritrovò a tal proposito 
un metodo, che espose in un opera da lui pubblicata 
nel 1617, col titolo di Rabdologia, o sia numera- 
no per virgulas (18). Egli però non fu interamente 


(17) Nato circa la metà del secolo XVI. 

(18) 11 metodo della prostafereti , che non molto 
prima avevano i Trigonometri ritrovato , per evitare 
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pago di questa sua invenzione ; e perciò si diede 
ad escogitar nuovi mezzi , e più efficaci per riu- 
scir nell’ intento , e pervenne così alla meraviglio- 
sa invenzione de' logaritmi , cb’ egli pubblicò colle 
stampe nella sua : Logarithmorum Canonis Descri- 
ptìo , seu Aìithmelicarum supputationum mirabiiis 
abbrevialio ec. Edimbourg i6i 4- E siccome il suo 
principale interesse in questa invenzione era stato 
la facilitazione de’ calcoli Trigonometrici ; così egli 
non applicò i logaritmi che a' seni , costruendo ef- 
fettivamente le Tavole logaritmiche di tutt'i seni 
degli archi di un quadrante di minuto in minuto . 
Egli non diede in questa prima opera il suo meto- 
do per la costruzione delle Tavole logaritmiche , 
ma promise di darlo, ed avrebbe certamente tenu- 
to parola , se la morte non avesse rapito quest’ uo- 
mo infinitamente utile alle Matematiche nel 1618 . 
11 suo figlio però , Roberto Nepero , non manco di 
pubblicare nell'anno stesso l'opera alla quale stava 
il padre travagliando , col titolo di: Mirifici loga- 
rithmoTUm Canonis constructio ec. 

Non è questo il luogo di discorrere più a lun- 
go su i logaritmi di Nepero ; ma non sarà poi inu- 
tile di far avvertire , che la Tavola eh' egli diede 
de' logaritmi de' seni differiva dalle nostre ordinarie 
Tavole in ciò, che il logaritmo del raggio è in quel- 


in qualche anodo le moltiplicazioni di quantità trigono- 
metriche , quantunque ingegnoso , era nondimeno int- 
barazzanle , c non era nè attivo , nè universale, 
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la effettivamente o ; donde avviene , che i logaritmi 
Neperiani de' seni vanno crescendo al minorarsi di 
questi . Nè poi siffatti logaritmi sono costruiti per la 
base io, come perle ordinarie Tavole; sistema di’ 
egli stesso seguentemente immaginò , e die , come 
deducasi dall' epigrafe della summentovata opera , il 
figlio annunzio al pubblico dopo la morte del padre . 
Ma sia , per questo luogo , abbastanza detto dell’ 
inveniion di Nepero intorno a' logaritmi . Egli però 
se tanto giovò alla Trigonometria per la computazio- 
ne , non tralasciò dall’altra parte di occuparsi dc'prin- 
cipj per la risoluzione de' triangoli , principalmente 
par la Trigonometria Sferica , per la quale ridusse 
tutta la risoluzione de’ triangoli rettangoli a due re- 
gole fondamentali , o piuttosto ad una sola divisa 
in due parti facilissime ad apprendersi ed a ritener- 
si . Ed il Montucla con ragione si duole della po- 
ca avvertenza, che da' Trigonometri del Continente 
si era posta in farla ben ravvisare . Oltre a ciò die- 
de anche alcune regole utilissime per la pratica ri- 
soluzione de’ Triangoli sferici obbliquangoli , le qua- 
li oggigiorno , mercè i multiplici usi della Trigo- 
nometria Sierica , non si veggono più trascurate ne’ 
Corsi Elementari di questa scienza . Finalmente sta- 
bili e dimostrò pe' triangoli sferici diversi teoremi 
nuovi , che costituiscono una notabile armonia tra 
le due Trigonometrie . 

Dopo il Nepero , com’ era naturale , i Trigo- 
nometri si volsero immantinente alla costruzione 
delle Tavole de’ logaritmi de’ numeri , e delle li- 
nee trigonometriche , alle quali si diede il uome 
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di Canone Artificiale ; ma non è del nostro scopo 
l'occuparci di queste cose ; sicché passeremo sotto si- 
lenzio le fatiche illustri di tanti sommi uomini in- 
torno a questo soggetto . 

La Trigonometria parve dopo tutti questi tra- 
vagli di sommi uomini già giunta al suo grado 
massimo di perfezione , e di fatti nulla mancava nè 
per le regole altea risolvere i diversi casi de’trian- 
goli sì rettilinei che sferici , nè per la comoda com- 
putazione di tali regole in pratica . La Trigono- 
metria Sferica però non presentava lo stesso gra- 
do di perfezione che la Rettilinea , nè nell'applica- 
zione delle regole , nè nel calcolo de' triangoli ; e 
1' uso delia perpendicolare in risolvere i triangoli 
sferici obbliquangoli produceva in taluni casi tale 
sconcio , che aveva indotto in equivoco anche abili 
Trigonometri , ed assai pratici in questo genere di 
computi, come il La Caillc(ig). Inoltre le regole 
Neperiane .principalmente pe’triangoli obbliquangoli 
trovavansi sbandite da tutte le istituzioni di Trigo- 
nometria Sferica , e molto male a proposito . Fi- 
nalmente non vi era stato alcuno , il quale avesse 
ravvisata la mirabile corrispondenza tra un trian- 
golo sferico , ed un angolo solido compreso da tre 
angoli piani , e che avesse dedotta dalla natura di 
questi i principi per la risoluzione di quelli. Manca- 
va inoltre alla Trigonometria Sferica una forma ana- 
litica tale, che si comprendessero in una forinola gc- 


(19) Vcgg. il Gagnoli ( Trigon, pag.ìiy edii.*.) 
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nerale tutt’ i casi diversi della risoluzione de’ trian- 
goli sferici si rettangoli che obbliquangoli ; e dob- 
biamo a Leonardo Eulero tutti questi vantaggi proc- 
curati alla Trigonometria Sferica , eli egli espose in 
una Memoria inserita nel Vol.III s .P.I. degli Alti N ua- 
ti di Pietroburgo , per l’ anno 1 779 , coll' epigrafe : 
Trigonometria Sphaerica universa, ex primis prin- 
cipia breviter et dilucido derivata. 

Dopo Eulero non ha potuto essere a meno, che 
tutti coloro i quali hanno trattato lo stesso argomen- 
to non siensi valuti degli artifizj da lui usati ; e bi- 
sogna anche convenire , che grazie 'alle fatiche di 
questo sommo Analista la Trigonometria Sferica è 
stala dopo lui , da tutti quelli che 1' hanno espo- 
sta seguendo il suo metodo , assai ben trattata. Ma 
lungo sarebbe il trattenersi anche per poco in- 
torno ai diversi Elementi di Trigonometria esposti 
dai moderni. 

Non devesi però tralasciare di far qui parola 
di un eccellente e completo Trattato sulla Trigono- 
metria, del nostro egregio Matematico Italiano Sig. 
Cagnoli , da pochi anni tolto alle Matematiche , ed 
al decoro Italico . Egli ha compreso in questo li- 
bro pubblicato da lui due volte in Italiano , e cia- 
scuna volta tradotto nell’ idioma Francese , con mol- 
tissimo ordine e chiarezza , tutto quanto mai poteva 
conoscersi intorno alla Trigonometria , corredando 
le teoriche da lui esposte con opportuni csempj di 
Problemi che elegantemente risolve . Tutte le for- 
inole delle due Trigouometrie vi sono trattate , e 
per maggior comodo di coloro che debbono va- 

4 
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lersene , esse trovansi espresse in tavole da po- 
tersi consultare all’ uopo . A tutte queste cose e- 
gli ha aggiunte le analogie differenziali de'triangoli 
sì rettilinei che sferici , trattando quest' argomento 
in maniera affatto nuova. 

Nè qui tacerò anche il completissimo Trattato 
di Trigonometria c Poligonomctria del mio egre- 
gio amico il Signor Professore Franchini di Luc- 
ca , Matematico che co' suoi ottimi studj ed assi- 
due fatiche onora la nostra Italia e la scienza che 
tanto ama e coltiva. 

Or fino a questo punto con tanti progressi che 
le due Trigonometrie avevano fatto , nessuno aveva 
ravvisato che i moderni Teoremi delle funzioni cir- 
colari , come anche il problema della multi sezio- 
ne angolare , e f altro analogo dell' inscrizione di 
un poligono regolare nel cerchio ; c la serie del 
seno e coseno dell' arco potevano dedursi come 
immediate conseguenze da un Teorema , che pei 
principi della costruzione del canone aveva sta- 
bilito il primo Trigonomctra Tolomeo .E ciò es- 
sendo venuto in mente al nostro valentissimo Si- 
gnor Fergola, egli distese su questo proposito due 
Memorie che trovansi inserite nel Voi. I. degli 
Atti della nostra Accademia delle Scienze , del quale 
n'è prossima la pubblicazione ; ed io estraendo da tali 
Memorie quella parte che alle mie ricerche elementari 
si conveniva , me ne sono valuto in questo mio libro, 
nel quale sarà vantaggioso il vedere uniformemen- 
te dimostrati coll'ajuto di quel Teorema Tolemaico 
i diversi Teoremi del Vieta sulle corde degli archi 
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circolari , e la forinola del seno c coseno della 
somma e differenza di due archi dati , come pure 
quelle altre che da esse dipendono . 

Ma ecco di questa mia opera il Prospetto . Io 
l' ho divisa in sei Libri , e ne' primi quattro , che 
sono gli essenziali per l' insegnamento , ho esposto, 
nel I.° la costruzione del Canone , o che si vo- 
glia essa ottenere per le vie che somministra il cal- 
colo aritmetico applicato a' principi di Geometria , 
come il facevano gli antichi ; o che si voglia ot- 
tenere per elementari forinole algebriche . Ho 
tralasciato le forinole trigonometriche trascendenti , 
nè ho additata la maniera speditissima di poter ot- 
tenere tal costruzione ili Canone per queste vie ; 
perchè qui non si tratta di vedere come possasi 
costruire il Canone suddetto ; ma solamente come 
il costruirono ; trovandosi le Tavole de’ seni già 
belle e formate . D' altronde siccome 1’ uso gran- 
dissimo di queste formole trascendenti ha luogo 
nell’ Analisi degl’ Infiniti , esse debbono entrare a 
far parte di questa , o servire ad essa d’ Introdu- 
zione; che perciò saranno esposte nel luogo che 
sarà loro convenevole. 

Nel II. ° Libro ho trattato della Trigonometria 
Rettilinea , esponendo i principj per la risoluzione 
de’ Triangoli , non solamente negli ordiuarj casi , 
cioè in quelli risultanti dalla combinazione delle sei 
parti di essi , tre a tre , fuorché tre angoli ; ma 
anche in alcuni altri casi , ne' quali o queste parti 
sono diversamente combinate ; o pure sono impli- 
citamente contenute in alcune altre forme di dati 
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dalle quali bisogna derivamele per la risoluzione del 
quesito . Ed in ciò fare mi sono uniformato a quel* 
lo che hanno praticato dopo del Regiomontano , 
che come già -si disse aveva trattate quistioni di 
questa natura nel V° Libro della sua opera de Tri- 
angulis ; ma anche a molti Trigonometri moderni 
che lo avevano imitato . Ho cercato pure che le 
risoluzioni di tali Problemi fossero eleganti il più 
che fosse possibile . 

Nel III.° Libro ho esposto la natura e le pro- 
prietà de' Triangoli sferici , dottrina indispensabile 
a premettersi agli Elementi di Trigonometria Sferi- 
ca , molto più che di essa in alcun altro luogo del 
nostro Corso non vien trattato. Ed a questo propo- 
sito ho cercato di correggere le ordinarie dimostra- 
zioni , che trovansi presso taluui autori sull' eguaglian- 
za de' lati e degli angoli rispettivi de' triangoli sfe- 
rici in alcuni casi , le quali mi sono sembrate va- 
cillanti. 

11 IV. ° Libro espone i principj per la riso- 
luzione de' Triangoli sferici , secondo Eulero , ed 
i medesimi dopo essere stati ritrovati c dimostrati 
in forma algebrica , si trovano poi ridotti in loga- 
ritmiche espressioni , comodissime per l' effettiva cal- 
colazione de' triangoli sferici obbliquangoli ; il che 
dà luogo alle regole del Ncpero, di cui si è già di 
sopra accennata qualche cosa. E nell' esporre le re- 
gole per la risoluzione de' triangoli sferici si è avu- 
to riguardo a dar sempre quella tra le diverse formolo 
che poteano adoprarsi per un dato caso , che fosse 
la più comoda e conducente , c per la faciltà , c per 
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1' esattezza ; lo che si era anche praticato pc’ trian- 
goli rettilinei. Ed a questo proposito diremo di 
passaggio che non bene fanno coloro , i quali prin- 
cipalmente in libri elementari abbondano in forinole 
ed in regole di risolvimento pc' triangoli per uno 
stesso caso ; ciò non solamente produce confusione 
nell' animo de’ giovani , c per mancanza di quel 
giusto discernimento che si conviene nel far uso di 
esse , gliele fa alla rinfusa adoperare , e senza me- 
todo; ma talvolta anche gli annoja, e ne devia l'at- 
tenzione. D'altronde è si facil cosa il presentar le 
formole trigonometriche sotto diverso aspetto , che 
potrebbe questo loro cambiamento di vesti molti- 
plicarsi continuamente ; ed allora di questa scienza 
limitata a pochi principj , se ne formerebbe una 
scienza estesa oltremodo ed implicata. I Professori 
però , per esercizio di Scuola , faranno bene ad 
occupare i loro allievi in queste trasformazioni fa- 
cilissime di formole trigonometriche ; poiché in tal 
modo oltre ad avvezzarli a vederle sotto diversi 
aspetti , ond' è che non si confonderanno trovando- 
le diverse in altri autori in cui potranno incontrar- 
le, servirà ciò anche loro di esercizio algebrico, c come 
una manuduzione a quelle moltiplici trasformazioni, 
che saranno poi essi obbligati a lare nelle formule 
algebriche studiando il calcolo sublime , e la mec- 
canica. Le ricerche su i casi dubbj nella risolu- 
zione de' triangoli sferici è necessaria cosa che non si 
tralascino nel trattar gii Elementi di Trigonome- 
tria : neli'esporle però ho cercato di farlo colla mag- 
gior chiarezza e brevità che mi è stato possibile, 
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Sitilo 
e senza entrare in tanti inutili particolari. 

Ho aggiunto questa volta al presente libro due 
Capitoli , uno intorno alla perpendicolare ne' trian- 
goli sferici , e 1’ altro per la determinazione dell'»}» 
di cui si ha talvolta bisogno ; nè questa l'ho deter- 
minata clic nel solo caso de’trc angoli dati, o de’ tre 
lati , per le ragioni che si potranno vedere nel 
Capitolo ove ne tratto. 

Nel V° c VI* Libro della Trigonometria , che 
sono destinati ad abundantiorem scientiam , e 
che possono aversi come un’ utile istruzione ed eserci- 
zio per coloro che studiano l' applicazione dell' analisi 
alla Geometria, ho trattato dell'uso vantaggioso del- 
le formolo Trigonometriche nel risolvimento di 
quei Problemi ove il quesito si vuole in valore , e 
ne' quali ira' dati sono alcune quantità angolari ; c 
del vantaggio che può talvolta ottenersi delle formo- 
lo trigonometriche acciocché si pervenga facilmente ad 
una pura equazione algebrica , e quindi capace di 
una geometrica composizione. Ed era sommamente 
necessario , che io qui trattassi e 1' uno 1' altro di 
questi argomenti , ora principalmente clic in tutti i 
libri di Geometria analitica si fa sfoggio grandissimo 
di formolc trigonometriche pel rinvenimento dell'equa- 
zione ad un problema geometrico , clic analiticamen- 
te si risolva , senza fare alcuna distinzione tra quesito 
in valore , e quesito geometricamente costruibile. 
Ed a questo proposito avvertirò di passaggio pel 
secondo de' sopraddetti argomenti , che allorquando 
parlo dell' uso delle forinole trigonometriche pel 
rinvenimento di una equazione algebrica , o riducibile 
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a tale per mezzo di qualche trasformazione , in cui 
si passi da forinole trigonometriche a rapporto tra 
rette , intendo già che questa trasformazione sia di 
per se chiara , e facile ad ottenersi ; poiché altri- 
menti niun vantaggio avremmo per la sua soluzio- 
ne , essendosi obbligato a tante diverse costruzioni 
particolari complicate , dalle quali poi inelegantis- 
sima e priva di uso diverrebbe la composizione geo- 
metrica del Problema. Siccome i Problemi che io 
reco per lo stabilimento del metodo onde far uso 
delle formole trigonometriche nel risolverli , nou 
hanno altro oggetto che questo , cosi ho tralascia- 
to di maneggiare l' equazione ad essi , allorché vi 
son pervenuto. E prevengo intorno a ciò il Pub- 
blico , per non incorrere nella taccia dovuta a 
coloro che costumano al presente di creder risoluto 
il Problema , allorché lo hanno messo in equazione 
talvolta d'incostruibil forma ;o pure di aver traccia- 
te le vie per pervenirvi- 

Tra i Problemi che ho recato ncH'ultimo Libro 
si troverà quello della trisezione angolare , che 
per la sua importanza , e pel nesso strettissimo 
che ha colla Trigonometria meritava di avervi luo- 
go. In fine di tutto questo, non ho voluto trala- 
sciare taluno avvertimento che conveniva fare in 
qualche luogo del mio Trattato, ma che non stava 
a proposito nel luogo stesso; o dimostrar talvol- 
ta qualche difetto o qualche cosa notabile in altri 
libri di Trigonometria facili a pervenire in mano 
de' giovani, e che meritano di essere ad essi rac- 
comandati ; ed ho perciò aggiunte in fine del Trai- 
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tato alcune Note , tra le quali una lunga intorno 
al problema della Trisezione angolare , eh' è la 
riproduzione di un mio rapporto fatto all’ Acca- 
demia Reale delle Scienze di Napoli , come Se- 
gretario di essa per le Matematiche, in occasione 
di una folla di pretese soluzioni di Trisegatori ispi- 
rati che ad essa le hanno presentate. Non intendo già 
con questo di persuaderli di ciò che non sono nei caso 
di comprendere ; ma solamente di non far disperdere 
quest'Opuscoletto , che per le notizie che contiene po- 
trà riuscire di qualche utilità ai giovani , l' istruzione 
de’quali è il mio scopo principale. 
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D I 

TRIGONOMETRIA. 


LIBRO I. 

DELLE QUANTITÀ’ CIRCOLARI , E DEL LORO CALCOLO. 


CAP. I. 

©ELLA DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA , E DELLA MISURA 
DEGLI ANGOLI. 


i. La necessita di misurare le figure diede luogo 
allo stabilimento di alcune regole, dalle quali surse poi 
una scienza sulla natura e sul rapporto delle grandezze 
figurate , che chiamossi Geometria. Ma non sempre 
gli elementi onde questa misura si derivava erano tali 
che si potevano valutare con moduli meccanicamente 
eseguiti , come avviene quando per avere la base e 
]' altezza di un parallelogrammo o di un triangolo ci 
serviamo del palmo , del piede , o di altra misura li- 
neare. Di fatto era chiaro dalla Geometria , non solamen- 
te esser valutabile 1’ aja di un triangolo , dati i valori 
della sua base ed altezza ; ina anche quando fosse da- 
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to il rettangolo de' suoi lati , e l’ angolo da quest 
compreso (*). 

Nel primo raso però la valutazione del triangolo 
era manifesta , e poteva ottenersi con misure lineari ; 
e nel secondo vi doveva entrare a calcolo il valor da- 
to di quell' angolo ; al che fare non valendo le sem- 
plici nozioni di Geometria , bisognò perciò ricorrere in 
que’ casi a degli altri espedienti , e da ciò derivò la 
TaiconoxETRia generalmente presa , della quale designe- 
remo specialmente la natura e la divisione in appresso. 
Sicché una tale Scienza , anche senza aver riguardo a’bi- 
sogni dell'Astronomia, della Geografìa, e delle operazioni 
geodesiche, delle quali cose senza dubbio dovettesi far 
oso fin da' primi tempi della Geometria , può essa con- 
siderarsi come di origine puramente geometrica dipen- 
dente dalla valutazione delle figure in que’ casi ne' qua- 
li tra gli elementi della loro esibizione vi entravano 
angoli. 

Adunque il fondamento di questa scienza è la mi- 
sura degli angoli; e questa fu facile a rilevarla dagli 
Elementi stessi di Geometria. Un teorema recato da Eucli- 
de, in fine del VI° Libro de’suoi Elementi, stabilisce un 
l'apporto tra gli angoli posti a) centro di un cerchio e 
gli ardii che gli sottendono, dond'è che facilmente si 
rileva che questi crescendo in proporzione di quel- 
li , potevansene comodamente prender per misura. E 
di tal genere di misure vicarie altre se n' erano gié adot- 
tate pe’ diversi usi della vita. 

z. Dato questo primo passo conveniva dar poi l'altro 


(*) Imperocché in quoto calo , come li rileverà facilmente dal 
Lib . 1 1 . di quoti Elementi , il rettangolo dato de' lati Ha all' aja 
del triangolo , come il raggio al le no del dato angolo . 
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di ridurre la circonferenza a quantità discreta, fissando 
per essa un’ unità ; si scelse perciò avvedutamente la 
36 o®* parte di quella , che chiamossi grado. Avve- 
dutamente ho detto , per la ragione che potendosi 
adottare un qualunque altro numero per esprimere la 
circonferenza , si prescelse quello che in un ristretto 
periodo di cifre conteneva il più di divisori esatti , di 
modo tale che si poteva ottenere espresso per un 
intero la metà, la terza, la quarta, la quinta, la 
sesta , T ottava , la nona , la decima , la duodecima , 
la quindicesima , e fin la diciottesima parte della cir- 
conferenza ; il che molto era importante per la co- 
struzione del canone , cioè per la fissazione de’ va- 
lori delle linee trigonometriche , come tra poco ve- 
dremo (*). 

3. Suddivisero inoltre ogni grado in 60 parli , a eia. 
scuna delle quali diedero il nome di minuto primo ; perchè 
chiamarono secondi quelle altre 60 parti in cui sup- 
posero diviso ogni minuto primo , e così supposero 
diviso il minuto secondo in 60 terzi , ed ultcriormen- 


Lib, i. 


(*) Vi i chi ha congetturato che la divisione della circonferenza 
in !6o parti zia derivata dall’ essersi diviso il raggio , eh' è uguale al- 
la sottesa detta sesta parte della circonferenza corrispondente , in 6e 
parti ; ma allora la nostra opinione verri a spiegare perché siasi divi- 
so il raggio in 6o parti piuttosto che in stiro numero. Alcuni altri hanno 
congetturato che quella divisione della circonferenza avesse avuto luo- 
go dall* antica composizione dell'anno in 36o giorni , dpnde avveniva 
che la circonferenza dell' eclittica restava naturalmente divise in 36o 
parti uguali ciascuna corrispondente ad un giorno. Ma una tal sup- 
posizione fa dipendere assolumcnte dall'azzardo una ricerca che neces- 
sariamente doveva interessare gli usi ulteriori a' quali tal divisione 
della circonferenza doveva esser destinata} e poi non ispiegherebbesi 
il perchè siasi ogni grado suddiviso sesia gestualmente , e nel mode 
tfesso il raggio del cerchio. 
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te. La ragione per la quale adottarono di preferenza 
agli altri questo numero 60 fu la stessa della poc'anzi 
assegnata per la divisione della circonferenza. 

4- Ad indicare i gradi , i minuti primi , i secondi , ec. 
sogliono i Trigonomclri servisi del °, ' , " , ec. nel 
modo seguente, cosi per esprimere un arco o un an- 
golo di 55 gladi , z3 minuti primi , e 44 secondi , 
scrivono 55° a3' 4i"' 

5. Questa comodissima ripartizione della circonferen- 
za ha avuto luogo , con pieno effetto per gli usi a cui 
era destinata , da' tempi più remoti della Trigonome- 
tria fino a noi , ed ha ancor luogo ; se non che è da 
notare che il Keill nell' Introduzione alla sua Trigo- 
nometria di passaggio disse , che taluni , indicando cosi 
il Vieta ed altri , avrebbero voluto che il grado si fos- 
se diviso in parti centesime piuttosto che sessagesime , 
ed aggiugendovi per parte sua , che forse sarebbe stato 
utile di dividere il grado e la circonferenza >in ragion 
decupla (*) 5 ed i Trigonometri Francesi ultimamente 
hanno ciò mandato ad effetto costruendo delle Tavole 
in cui la circonferenza supponcsi divisa in 4 °o gradi , e 
ciascun grado in 100 minuti. Noi però riterremo per 
la costruzione del canone , che qui appresso esporre- 
mo , 1 ' antica divisione , e sarà poi facile il ravvisare 
come possa effettuarsi tal costruzione servendosi della 
nuova divisione : per altro riesce lo stesso il servirsi 
per gli usi pratici di Trigonometria delle une , o del- 
le altre Tavole , nè il maneggio delle une merita al- 


(•) Quidam gradum in parto centesima! t poùus quam se*a- 
gesimas partiri volunt : et utilius / orlaste esset t non graJus , sed 
et ipsam circulum in decupla ratione secare , qaae disisi*) / orsan 
nliquando obtuiebit. 
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cima preferenza ogni qual volta le Tavole si abbian gii , 
come tante ve ne sono esattissime , belle c costruite ; 
e può poi anche farsi uso delle tavole decimali ne' casi 
che gli angoli si sieno misurali in gradi per 1' antica di- 
visione , o al contrario , non essendovi bisogno che di 
una semplicissima riduzione. 

Intanto per metter tutto il rigore geometrico che 
si conviene , nel sistema esposto per la misura degli an- 
goli per gli archi di cerchio, stabiliremo i due seguen- 
ti Teoremi. 


PROPOSIZIONE I. 


TEOREMA. 

6. Tutti gli archi di cerchio descritti Ira i lati di 
un angolo , preso per centro il suo vertice , contengono 
lo stesso numero di gradi e minuti. 

Sia 1 * angolo BCR , e tra i suoi lati sieno de- fis- i. 
scritti co' raggi CB , Cb, e col medesimo centro C gli 
archi circolari BR , br , e di più sien completati i 
quadranti BAC , baC ; starà r angolo BCR all' angolo 
BCA , come l'arco BR all’altro BA*. E similmente*}]. VI. 
l'angolo bCr sta all'altro bCa, come l’arco br all’arco 
ba. Ma l'angolo BCR sta all’altro BCA, come l'an- 
golo bCr all' altro Mita : adunque sarà pure 1 ' arco BR 
all' arco BA , come 1 ' arco br all' arco ba , cioè il nu- 
mero de' gradi e minuti di BR starà a 90°, come il 
numero de' gradi e minuti di br a 90°. Laonde gli 
archi BR , br dovranno essere dello stesso numero di 
gradi e minuti. C. B. D. 

7. Cor. Da ciò si vede, che qualunque sia il rag- 
gio di un cerchio , è invariabile il numero , eh' capri- 
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me in gradi e minuti il valore di un angolo , eh’ è al 
aentro di esso. 

PROPOSIZIONE n. 

i a o a z m a. 

8. Due angoli disuguali poeti a' centri di due di- 
tuguali cerchi , tono tra loro in ragion composta da 
quella degli archi che gli sottendono , e dall' itwersa 
de' raggi de' cerchi. 

ft ■ *• Sieno i due angoli BCS , bCr posti a* centri di due 

cerchi , che abbiano disuguali i raggi CB , Cb , e che 
si suppongano descritti intorno al comune, centro C. 
É manifesto che 1' angolo BCS stia all' altro BCR , co- 
me l'arco BS all'arco BR. Ma è poi BS a BR in ra- 
gion composta di BS : br , e di br a BR , o sia di BS a 
br , e di Cb a CB. Adunque stari pure 1' angolo BCS 
all' altro BCR , cioè a bCr , in ragion composta dalla 
ragion degli archi BS , br che gli sottendono , e dalla 
reciproca de’ raggi Cb , CB di que’ cerchi intorno a 
cui centri essi sono posti. C. B. D. 
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VILLA HATCrA BELLI QrASTlTA’ CIRCOLARI , E DEL LORO 
RAPPORTO. 


g. Def. 1 . Complemento di un arco è Ir difleren- 
zr di esso dal quadrante. 

E Supplemento di un arco è la differepza di esso 
dalla semicirconferenza. 

Cosi 1 ' arco di 3 o° tien per complemento quello 
di 60®; e ’l complemento di 6o° è l’arco di 3 o°. 

E 1 ' arco di i 5 o° è il supplemento di quello di 3 o*. 

10. Def. 11. Seno di un arco è la perpendicolare, 
che si abbassa da un suo estremo sul raggio , che pas- 
si per 1 ’ altro estremo. Questo seno suol dirsi seno ret- 
to , o seno primo. 

11. Cor. 1. Il seno d’ un arco è lo stesso di quello 
del di lui supplemento. 

13. Cor. a. Prolungandosi il seno di un arco fino 
ad incontrare un'altra volta la circonferenza, è chiaro, che 
si otterrà la corda dell’ arco doppio del dato ; che per- 
ciò si vede , che : Il seno di un arco i la metà del- 
la corda dell arco doppio. 

i 3 . Def. in. Tangente <T un arco i quella retta, 
che il tocca in un suo estremo , e si distende inaino al 
raggio prodottovi per 1’ altro estremo. 

> 4 - Def. iv. E tal raggio prodotto insino alla tan- 
gente di un arco , si dirà di lui Segante. 

ló. Def. v. Coseno di un arco è il sene del di 
lui complemento. E Cotangente di uo arco è la tan- 


Digitized by Google 


ELEMENTI 


Lib. >. 8 

gente del di lui complemento. E si dirà Coieganle di 
un arco la segante del complemento di esso. 

16. Def vi. Senoverso di un arco è quella par- 
te del diametro interposta tra un estremo dell' arco 
stesso e ’l suo seno retto ; ed esso risulta , come si 
vede , dal prendersi la differenza tra il raggio ed il 
coseno dell' arco. 

Il senoverso suol chiamarsi anche saetta , colla 
qual voce il designarono i Trigonometri antichi. 
fig. }. ij. Scol. Per illustrare le precedenti deGnizio- 
ni , ad un punto qualunque M del quadrante AMD 
si conduca il raggio CM , che si produca verso T. Ed 
abbassate dal detto punto le perpendicolari MP , MQ 
su i raggi AC , CD , si tirino agli estremi A , D del 
quadrante le tangenti AT , DS , che incontrino in T, 
S il raggio CM. 

Sarà MP il seno dell' arco MA , AT ne sarà la 
tangente , e CT la segante. Inoltre le rette MQ , DS, 
CS si diran coseno , cotangente , c cosegante del det- 
to arco AM rispettivamente ; poiché tali rette sono il 
seno, la tangente, e la segnule dell’arco MD , eh’ é 
il complemento di AM. E finalmente la PA sarà il se- 
noverso del proposto arco AM. 

ift. Le quantità descritte nelle definizioni dal 
p°. io fino al 16 sono quelle che si sono dette quan- 
tità circolari , ed esse chiamansi anche linee Irigono- 
metriehe , perché è per loro mezzo clic si perviene al- 
ta risoluzione de’ triangoli , oggetto della Trigonome- 
tria , come vedremo a suo luogo. 

uj. Le suddette linee trigonometriche hanno tra 
loro il rapporto che ora passeremo a rilevare. 

Per la similitudine de" triangoli 1 AC , MPC sta 
AT ad AC , come MP a PC ; cioè : la tangente dell'ar- 
sn AM al raggio , come il seno dello sioso arco al 
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tuo coseno. Ed essendo parimente CT a CA , come 
CM a CP ; starà la segante di un arco al raggio , co- 
me il raggio al coseno. Finalmente , per la simiglian- 
za de' triangoli CAT , CDS , dee stare TA ad AC, 
come CD a DS , cioè il raggio : dee esser medio propor- 
zionale tra la tangente , e la cotangente di un arco. 

Ed indicando per 9 un qualunque arco , e per R 
il raggio del cerchio cui si appartiene , della qual let- 
tera ci serviremo sempre in appresso per dinotare un 
raggio indeterminato di cerchio, se ne rileveranno per 
le sue lince trigonometriche le seguenti equazioni , 
cioè 


tang. 9 = 
seg. 9 = 


R. sen. 9 
cos. 9 
/ri 

COS. 9 


cot. 9 = 


Ri 

tang. 9 


R.cos. 9 

sen. 9 




a 
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Di' SECHI CHE ATEARTEBCOHSt Al LE Lini* ThIGOBOME- 
TE1CHE Re" QUATTRO DIVERSI QUADRARTI DEL CERCHIO, 
E DE’ TALORA CB' ESSE BABBO BEGLI ESTREMI DI QUESTI. 


fa, 3, ao. Nel cerchio ADBE si tirino due diametri AB, 
DE perpcndi coleri tra loro, e gli archi dell’ intera cir- 
conferenza s’ incomincino a contare nel quadrante AD 
da D verso A ; è chiaro , che di un qualunque arco 
DM minore del quadrante DA , uè sia MP o CQ il 
coseno , e DQ il senoverso. Ciò posto la MP perpen- 
dicolare al diametro AB si prolunghi in m, e si vedrà 
che 1 ’ altro arco DA m supplemento di DM abbia per 
suo coseno la mP , o Cq , uguale a CQ , e per senover- 
so la Dq. E perchè il coseno Cq deve essere quanto la dif- 
* 16. ferenza del raggio CD , e del senoverso Dq* , perciò una 
tal Cq dovrà risultar negativa. Vale a dire , che : un 
arco minore del quadrante , e 'l tuo supplemento han- 
no lo fletto coteno ; ma quetto i positivo per lo pri- 
mo , negativo per f altro. Si abbassi ora da m la mqm' 
perpendicolare al diametro DE , si vedrà , che 1 ' arco 
DAEm' minore di tre quadranti , e maggiore di due 
abbia per suo conseno m'p , o sia Cq , cioè lo stesso di 
quello dell’ arco DAm , o anche quello di DM , o Eia', 
preso negativamente : cioè : un tal arco avrà per co- 
seno quello del tuo eccesso sulla semicirconferenza , 
preso negativamente. 

Finalmente da m' si abbassi sul diametro AB la 
perpendicolare m'pM' , sarà M'p il coseno dell’ arco 
DAEBM' , ed esso pareggerà QC coseno di MD , o di 
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DM' ; ossi» un arco maggiore di tre quadranti , e mi- 
nore dilla circonferenta avrà per suo colino quello ita- 
lo che li appartiene òli' arco eh' i il compimento oh 
r intera circonferenza. 

E dalle cose finora dette in questo numero si ri- 
leva , che: Il coseno di un qualunque arco di un qua- 
drante lia anche coseno del tuo supplemento ; lo lia 
inoltre della lemicirconferenxa accresciuta di etto ; e fi- 
nalmente della circonferenta minorala di etto : per lo 
secondo e terso de' suddetti archi però bisognerà pren- 
derlo negativamente . Cioè indicando per 9 quell'arco, 
per n il suo coseno , e per ir un quadrante , sari 


cos. 9 = cos. (4*" — 9 ) = n 

e cos. (a ir — 9 ) = cos. ( a » -f- 9 ) = — n 

11. Premesse le consideraxioni su i coseni degli 
archi dell' intera circonferenta , sari fàcile il passar da 
esse a quelle de' seni per gli stessi . S' incomincino di 
fatto tali archi a contare non più da D verso A , ma 
al contrario da A verso D , è chiaro che QC coseno 
dell’ arco DM , e dell' altro DAEBM' , sarà seno dell'ar- 
co AM, o pure di ADM', che sono supplementi l’uno 
dell’ altro. Similmente C q coseno dell' arco DAm , e 
dell'altro DAEm' , sari seno dell’arco ADBm', o pu- 
re dell' altro ADBEm , il primo de' quali eccede la se- 
micirconferenza per l'arco Bm' = AM, e l’altro man- 
ca dalla circonferenza per l'arco Am uguale aUo stesso 
AM. Adunque i due indicati archi , 1 ' uno maggiore 
della semicirconferenza , e minore di tre quadranti , 
l'altro maggiore di tre quadranti, e minore di quattro 
haano i loro seni negativi , e ciascuno quanto quello 
di un arco minore del quadrante. E dalle cose finora 
esposte in questo numerosi rileva, che : Il seno di un 
arco minore del quadrante , è anche seno del suo tup- 
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pie mento , della semicirconferenza accresciuta di tuo , è 
della circonferenza minorata dello stesso ; ma per que- 
sti due ultimi archi deve esser preso negativamente. Ciod 
servendosi delle stesse indicazioni di poc' anzi per gli 
archi , ed indicando con m il seno dell' arco 9 sarà 

sen. $ = scn. (a» — 9 ) = m 

sen. ( a ir + $ ) = scn. ('4* — V) — — m 
aa. Or siccome le altre linee trigonometriche si 
derivano da queste , e dal raggio del cerchio , per 
mezzo delle analogie recate nel n°. 19 , è perciò facile 
ad intendersi, che : Le linee trigonometriche di un qualun- 
que arco minore del quadrante debbano appartenersi anche 
al suo supplemento ; ad un arco che risulta dalVaggiugnere 
al proposto la semicirconferenza ; e finalmente a quello, 
che si ottiene togliendolo dalla circonferenza. E sarà fa- 
cil cosa il vedere quali segni debbano tali linee tri- 
gonometriche avere in ciascuno di questi altri tre casi, 
col tenersi conto de' segni de’ seni , e coseni corrispon- 
denti. 

» 3 . Adunque una volta che siensi esibite le linee 
trigonometriche per tutti gli archi di un quadrante , 
si sapranno anche quelle per tutti gli archi dell’ inte- 
ra circonferenza ; il che è sufficientissimo per gli usi 
ordinarj della Trigonometria , della Geografia , e dcl- 
1 ’ Astronomia ; e solamente bisognerà far attenzione al 
segno che bisogna dare ad esse. Ed è per questa ragione , 
che le Tavole Trigonometriche non contengono, che 
solamente le cpressioni di tali linee per gli archi del 
quadrante. 

34. E volendo poi estendere un poco le precedenti 
considerazioni , sarà facile il rilevare , che le linee trigo- 
nometriche di quegli archi, che risultano dal sommare 
ad una , due o più circonferenze un arco qualunque 
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di essa, siano le stesse di quelle di un tal arco aggiun- 
to. Cosi che dinotando con ir la circonferenza di un 
cerchio , e con 9 un suo arco qualunque , sia 


sen. ( 1» ir -f- 9 ) == seu. 9 
cos. ( n ss + 9 ) s= cos. 9 

e similmente per le altre linee trigonometriche. 

a 5 . Finalmente convien qui far anche notare 
quali sieno i valori delle linee trigonometriche negli 
estremi de' quattro quadranti. 

Dalle definizioni 11., 111., e ìv. si ricava eviden- 
temente , che nel punto A dal quale s' incominciano a 
computar gli archi della circonferenza ADBE , il qual 
punto viene indicato da o° , sia o il seno , e la tangen- 
te ; e che la segante sia espressa dal raggio CA : e 
poiché il complemento di un arco o° é 90°, cioè il 
quadrante AD , il cui seno i il raggio DC , il maggior 
di tutti i seni , detto perciò massimo ; quindi si vede , 
che il coseno dell' arco o° debba essere generalmente 
espresso da R. 

Inoltre dalle medesime definizioni si rileva, che il 
coseno del quadrante AD sia o , e che la taugente , e 
la segante sieno infinite ; poiché la AT , ed il raggio 
CD non posson mai incoutrarsi , essendo parallele. 
Nell’ altro estremo B della semicirconferenza ADB ri- 
torna ad esser o il seno , c la taugente ; e il coseno 
dovendo esser quello stesso dell' arco o* supplemento 
di 180°, preso però negativamente , sarà quindi espres- 
so dà — CB , o sia — R : ed anche — R sarà la se- 
gante , come si rileva facilmente dalla seconda analo- 
gia del n.° 19. 

Alla fine de' tre quadranti , cioè nel punto E , il 
coseno diviene 0 , il seno è CE preso negativamente , 
cioè *— R , come fàcilmente si vede ; e la tangcnie 
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e la legante si fanno di nuovo infinite , per la stessa 
ragione detta di sopra : il loro segno sarà però quel- 
lo , che gli viene dal tener conto del segno del seno 
e del coseno di un tal arco. Finalmente all’ estremo 
A di quattro quadranti , o dell' intera circonferenza 
ARBEA , divini nuovamente o il seno; ed il coseno, 
e la segante si fanno quanto CA , cioè R ; • quindi la 
tangente è anche o. 

a6. Premesse le cose dette ne* due numeri prece, 
denti , ecco per ajuto della memoria la seguente 

TAVOLA 


db’ segni delle principali liner trigonometriche 
nb’ quattro quadranti. 


Arco 

Seno 

Coseno 

Tang. 

0” 

+ » 

+ * 

+ 0 

Dopo o° fino a go° 

+ 

+ 

+ 

9°“ 

+ R 

+ 0 

+ <» 

Dopo 90° fino a 180° 
180 0 

+ 

+ 0 

— R 

— • 0 

Dopo 180 0 fino a 370° 

— 

— 

+ 

370° 

— R 

— 0 

+ « 

Dopo 370° fino a 56o° 

— 

+ 


36o° 

— 0 

+ * 

O 


37. Il seno di un arco , la di lui tangente , la se- 
gante , il coseno , la cotangente , e la coscgantc sono 
le linee trigonometriche adottate da’ Geometri per la 
risoluzione del triangolo. E le linee trigonometriche 
dell' arco AM appartengono eziandio all'angolo ACM, 
di cui quello è misura. 

38. Or le suddette linee trigonometriche , non cssen- 
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<lo in (-flelto grandezze geometriche , come par che 
indichino le definizioni quassù rapportate per esse , 
ma hensi numeri , possono perciò modificarsi nella se- 
guente convenevol forma. Cioè , prendendo il raggio 
per 1’ uniti delle linee trigonometriche , come costu- 
masi di fare. 

Il seno dell' arco AM è" il valor numerico , che 
tiene la perpendicolare abbassata da un suo estremo 
sul raggio , che passi per 1’ altro : la tangente di un 
arco è il rapporto del seno al coseno di esso ; e la se- 
gante è quanto 1' uniti divisa pel coseno ; cioè , 


t.ib i. 


sen.® 

Ung. 9 = seg. $ 

COS-9 


I 

cos. 9 


PROPOSIZIONE ni. 


T E O a E M A. 

ag. Le linee trigonometriche di due archi dello 
eletto numero di gradi e minuti , presi in cerchi diver- 
si , sono proponionali a' raggi de' cerchi. 

Intorno al centro C si descrivano co’ raggi CB, fit- *• 
Ci i due quadranti circolari BRA , bra , e poi si tiri 
il raggio CRr; è manifesto che i due archi BR, br sot- 
tendendo lo stesso angolo in C , debbano essere dello 
stesso numero di gridi , e minuti*. Ciò premesso si * 6 . 
tirino tutte le linee trigonometriche di tali archi ; è 
chiaro che i triangoli CRN, CRn sono simili tra loro, 
che perciò le RN , m , e le CN , Co sono propor- 
zionali ai raggi CB , cb : ed essendo CB : C b : : CN : 

C n ; sarò permutando , convertendo , e di nuovo per- 
mutando CB ; Cb : ; BN : bn. Essendo poi simili gli 
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altri triangoli CBD , C bd , sta BC : 4C : : BD : bd : : 
CD: Cd. Si è dunque dimostrato che le linee trigono- 
metriche dell' arco BR , e quelle dell' altro br sono 
proporzionali- a' raggi CB , C b. C. B. D. 

3o. Cor. Quindi quel numero , eh' esprime le 
linee trigonometriche in un dato cerchio , per un arco 
determinato , e per lo raggio diviso in un dato nume- 
ro di parti , rappresenterà anche le linee trigonometri- 
che di un arco dello stesso numero di gradi e minuti in un 
altro cerchio ; purché il raggio si supponga diviso simil- 
mente al primo. E se i raggi di due cerchi sieno rappre- 
sentati da numeri diversi ; le linee.trigonometricbe cor- 
rispondenti a due archi dello stesso numero di gradi 
e minuti , presi in essi , dovranno esser dinotate da nu- 
meri proporzionali a quelli esprimenti i raggi. 

Che perciò si serberà invariato il valore delle linee 
trigonometriche di un arco in parti del raggio , se que- 
sto si supponga ~ i . Ed una tal supposizione é stata 
adottata da tuli’ i Trigonometri , dal Regiomontano in 
poi , perchè la più semplice , e la più comoda. 
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CAP. IV. 
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9 i a 


Dei cAeori niMioamico , e della varie* a di co- 

(TAUIALO , 1EAVEBDOU DI raiBClM RICAVATI DALLA GEOIU- 
TUIA ELEMEKTAAE. 


3 i. De/. vn. Canone trigonometrico i una tavola , 
ove a ciascun arco minore del quadrante , ed espresso 
ne* suoi gradi e minuti , ascrivonsi i valori numerici 
delle linee trigonometriche , che gli appartengono, pre- 
sovi per uuità il raggio. Un tal registro di linee tri- 
gonometriche , dicesi volgarmente Tavola de' seni. 

3 ». Cor. Dividendosi ogni grado in 6o' , il qua- 
drante , eh ’ 4 di go°, sarà, di 54 oo'. Laonde sarai) pu- 
re 54 oo quegli archi minori del quadrante , che vadan 
successivamente crescendo di un minuto. 

Nella tavola de' seni il primo arco, cui appongon- 
si le sue linee trigonometriche , è di i'. Il secondo è 
di a' ; e cosi successivamente per 54 oo termini , l' ul- 
timo de’ quali è di 90°. E per evitare i fratti nel com- 
puto di ciascuna linea trigonometrica , il raggio , eh’ 
crasi preso per l'unità, s'intende diviso in 10000000 , 
o più parti decimali. E ciascuna di dette linee vedrassi 
espressa nel solo numeratore di un fratto decimale , 
cui si sottintende il denominatore 10000000. 

33 . Scol. Il canone trigonometrico riducesi a ri- 
solvere il seguente generai problema. Dato il rapporto 
numerico di un arco al quadrante , ritrovare il rappor- 
to che serbi al raggio ciascuna linea trigonometrica di 
esso arco. 


. 


3 


Llb. I. |8 (LEKIBT1 

La costruzione di questo canone , dagli antichi 
cscguivasi con operazioni aritmetiche a certe grandezze 
geometriche applicate , e da' moderni si suole anche da 
alcune analitiche espressioni rilevare. Esso suol distin- 
guersi in lineare , o naturale ; ed artificiale o logarit- 
mico. Il lineare è il già definito. E '1 logaritmico esi- 
bisce i logaritmi volgari delle linee trigonometriche t 
come nelle comuni tavole de' seni si osserva. 

LEMMA. 

34- *Te sono date T espressioni numeriche di due lati 
di un triangolo rettangolo , sarà anche data quella del 
rimanente lato. E ciò sovente otliensi per approssima- 
zione. 

fif. 4 . Cas. 1 . Suppongansi dati i valori de' cateti RN , 
NC del triangolo RNC rettangolo in N ; sarà la 
somma de’ quadrati di questi due valori , o di questi 
due numeri , uguale al quadrato di quel numero, che 
n' esprimerebbe 1' ipotenusa RC. Adunque la radice 
quadrata della somma dell’ espressioni de' due cateti NR, 
NC sarà 1’ espressione dell' ipotenusa RC. Che se la 
retta RC sia incommensurabile alle RN , NC , come il 
più delle volte awiene , l' anzidetto radice non potrà 
aversi esattamente , ma per approssimazione ; e tal ne sarà 
il valore dell' ipotenusa RC. 

Cas. 2 . Se diasi in numeri l' ipotenusa CR , e 1 
cateto NR , P altro cateto NC sarà espresso dalla ra- 
dice della differenza del quadrato dell’ ipotenusa CR , 
e di quello del cateto RN. Lo che si dimostra come 
nel precedente caso. 
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PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA* 

35. Il conno di un arco i la radice della diffe- 
renza del quadralo del raggio , e del quadralo del to- 
no di etto arco. 

L' arco RB tien per seno il valor numerico della fig. 4 . 
perpendicolare RN calata dal suo estremo R sul raggio 
CB , che passa per 1’ altro estremo B *. E lo stesso • if. 
arco ha per coseno il valore numerico della RM , o 
della sua uguale NC . Di più il raggio trigonometri- 
co RC si è posto uguale ad t. Dunque dalle date espres- 
sioni dell 1 ipotenusa RC , e del cateto RN del triango- 
lo rettangolo RNC , che sono il raggio , e '1 seno del- 
1’ arco RB , si avrà ,per lo teorema precedente , il va- 
lore dell' altro cateto CN , cioè del coseno dell' arco 
RB ; ed ei sarà la radice della differenza de' quadrati 
del raggio , e del seno di esso arco. C.B.D. 

36. Scol. L’ arco RD sia di 3o° ; il suo comple- 
mento RA di 6 o° ne sarà doppio ; e la corda RA di 
questo, eh’ è il lato dell'esagono, e perciò uguale al 
raggio AC , che supponesi 1 , dovendo essere il doppio 

del seno RN dell'arco RB*, sarà quindi sen.3o°= j • n. 
e per conseguenza RM o NC , cioè sen, 6 o° , o pure 
co*.3o.° a= V ( > -v >/♦ ) = '/» V 3. 


I 
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PROPOSIZIONE V. 


X E O R E M A. 


3y. Se nella circonferenza di un cerchio prendami 
ovunque due archi contigui ed uguali , e da un punto 
della medesima circonferenza cadano tre rette agli estremi 
loro : sarà la corda di uno di essi archi a quella dell'ar- 
co doppio , come la media di coleste incidenti alla som- 
ma delle incidenti estreme , o alla loro differenza , se- 
condaci quel punto stia fiori de' due archi uguali, o si 
ritrovi in uno di essi. 

jfj.5. s 6. Vale a dire , se EF ed FG sieno que’ due archi 

uguali , e dal punto A della circonferenza cadano agli 

estremi loro le tre rette AE , AF , AG , sarà 
EF : EG : : AF : AG ± AE. 

Ove il segno + nell" ultimo termine vale per la 
fig. 5 , e’1 — per la 6. 

fi(. 5. Cas. ì. Per lo quadrilatero AGFE inscritto nel 

proposto cerchio deve essere AFxEG = AGXEF 

• D. VI. AExFG‘=:EF ( AG AE ), essendo EF=FG. Adun- 
que sarà 

EF : EG ! t AF : AG -f- AE 

fif. 6. Cas. a. Similmente a cagion del quadrilatero 

GFAE inscritto nel cerchio EAFG , é pure AGXEF= 
AExFG + AFXEG; cioè EF (AG— AE) = AFXEG. 
Adunque dovrà essere 

EF : EG : : AF,: AG — AE. 

E perciò se nella circonferenza cc. C.B.D. 
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38. Cor. i. Per l'estremo E dell’arco E F si tiri il /g.5.c6. 
diametro ER, e li congiuntane le altre due rette FI, 

FR ( I è il centro ). Saranno simili i due triangoli isosceli 
EGF , FRI, per avere uguali i due angoli FGE , FRE 
fatti in una medesima porzione di cerchio. Onde stari 

EF : EG : : FI : FR. 

3g. Cor. 11 . E paragonando quest’analogia colle 
ultime de’ Casi 1 . e a. del proposto Teorema , si avrà 
anche 

FI : FR : : AF : AG ± AE , 

Goè : V incidente a quel punto medio dee stare alla som- 
ma o alla differenza di quelle due altre incidenti, come I 

il raggio del cerchio allà corda del supplemento di uno 
di que' due archi uguali. 

PROPOSIZIONE VI. 

T E 0 R E K i. 

40 . T)air est remo A del diametro A fi del cerchio ALHF fa. 7. 
si tronchino successivamente gli uguali archi AB , BC, 

CD , DE , EF , FG , ec. , qualunque sia il numero di 
essi , o la grandetta di ciascheduno ; e poi da quell’ 
estremo a' punti delle divisioni B , C , D , E , F , G , 
ec. si tirino altrettante rette AB, AC , AD , AE , AF, 

AG, ec. Dico esser ciascuna di quelle corde alla som- 
ma di quelle due che le sono prossimamente vicine da 
una parte e dal? altra , come il raggio del detto cerchio 
alla corda del supplemento di uno di quegli archi uguali. 

Goc per qualunque punto F di tal divisione de- 
ve stare * 

AF : AG+AE : : BI : BH 
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Dim. Il presente teorema ritrovasi gii dimostralo 
nel Cor. i. della Proposizione precedente. 

4 *. Cor. Supponendo il raggio AI=i, sari 
AF : AG + AE : : i : BH 

e quindi 

AF X BH = AG + AE, 

ovvero 

AG = AF X BH — AE. 

Cioè: Ciascuna delle corde AC, AD , AE , AF, AG, ec. 
sarà uguale al prodotto della sua precedente per la cor- 
da supplementale BH , diminuito della corda antipre- 
cedente. 

4 a. E traducendo questa enunciazione in espressione 
trigonometrica , col sostituire alle corde il doppio seno 
della metà dell' arco contermine , ed alla corda supple- 
mentale BH il doppio coseno della metà del primo ar- 
co AB , il quale dinoto ora con 39 , e perciò con 49 , 
69, 89, ec. gli altri die corrispondono alle corde 
AD, AE ec. , e finalmente dividendo per a le equa- 
zioni risultanti ; si avrà , incominciando dalla cor- 
da AC 

sen.a9 = a. sen. 9 cos.9 
sen.39 — a. sen. 29 cos.9 — sen. 9 
sen. 49 = a. sen . 39 cos.9 ~ sen. 39 
ec. 


SCOLIO. 

43 . E se dall'altro estremo H di quel diametro AH 
si conducano a' medesimi punti delle divisioni C , D , 
E , F , G , ec. le altre corde HC , HD , HE , HF , 
HG , ec. j è chiaro che debba anche essere 
BI : BH : : HF : HE+HG 



DI T RIGOHO METRI*. 


u 3 I* 


Cioè : II raggio del cerchio alla corda supplemenlale 
BH , come ciascuna di quelle altre curde alla somma 
di quelle due che le sono prossimamente vicine da una 
parie e dall'altra. 

44 - E supponendo anche in questo caso il raggio, 
cioè BI=i , si troverà come nel Cor. al n°. 4 > , ohe : 
Ciascuna di queste corde supplementali è quanto il pro- 
dotto di quella BH nella sua precedente , diminuito del- 
la corda antiprecedente . Cioè , dando a quelle corde i 
valori trigonometrici che ad esse corrispondono in dop- 
pi coseni delle metà degli archi computati da A , agli 
estremi de' quali sono esse rispettivamente tirale , e 
poi dividendo per 2 le equazioni risultanti , sarà per 
le corde HC , HD , HE , ec. 
cos. 29 = 2.cos.*9 — 1 
cos. 3 ? = 2. cos. 39 cos. 9 — cos. 9 
cos.4? = a. cos. 3 ^ cos. 9 — cos. 2$ 


ec. 


PROPOSIZIONE VII, 


TEOREMA. 


45 . Il seno della somma di due archi è quanto la 
som ma de' due prodotti , che si hanno moltiplicando vi- 
cendevolmente il seno dell uno per lo coseno delialtro , 
posto il raggio uguale ad I. 

E il seno della differenza di essi archi é quanto 
la differenza di que' prodotti stessi. 

Sieno dinotati da 9 e 0 gli archi proposti, de’ qua-/*. 8 . 
li 9 sia il maggiore ; e ciascuno suppongasi minore del 
quadrante. Nella circonferenza ABD del raggio 1 , dal 




medesimo pùnto A , s’ intendano presi gli archi AB , 
AD , l' un de' quali sia il doppio dell' arco c I' al- 
tro di 9 ; e tirato per A il diametro AR , si giungano 
le Alì, BR, AD, DR, BD : é chiaro, chela corda AB 
sia il doppio del seno della meli dell' arco contermi- 
ne AB, cioè quanto 2. sen. 9 , e che AD sia quanto 
2. sen. 9 . Similmente le RB , RD saranno respettivamen- 
te quanto a.sen. ( 90° — $ ) e 2. sen. ( 90° — 9 ) , cioè 
quanto 2.COS.9 e a. cos. 9 . 

Or per lo quadrilatero ABRD inscritto nel divisa- 
to cerchio, è 

BD X AR=ABXDR+ADX RB 
ossia , prendendo la metà di ciascuna di queste rette , 
e poi passando da esse alle linee trigonometriche clic 
si è qui sopra veduto dinotarne , sarà 

sen. ( $ + 0 ) = sen-9 cos. 9 + sen .9 cos. 9. 

Inoltre prendasi 1 ' arco Ad uguale ad AD , e si 
giungano pure le corde Ad , d B , dR , sarà di nuovo, pel 
quadrilatero AdBR inscritto in quel cerchio, 

Bd X AR = AB X Rd — Ad X RB. 

E ripiegando dalle metà di queste corde a' seni e 
coseni degli ardii $ , 9 da esse rappresentati , si vedrà 
essere 

sen. ( 9 — 9 ) =: sen.9 cos. 9 — sen .9 cos. 9. 

E perciò il seno della somma di due archi , ec. 
C. B. D. 

46 . Cor. 1. Se 1 ‘ arco 9 fosse uguale all’al- 
tro 9 , l'equazione di sopra ritrovata per sen. ( 9 + 9 ) 
si trasmuterebbe , pel seno dell’ arco doppio , nella se- 
guente 

sen.a? = 2. sen. 9 cos. 9 

eli' è identica alla di già ritrovata nel J. 4 2 - 
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4 7. Cor. u. Suppongasi l’arco Q di 6o° ; e l’al- 
tro 9 non maggiore di 3 o° ; e riflettendo che il coseno 
di 6o°, cioè sen. 3 o° = '/»*, le due formole di sopra • M. 
assegnate per sen.(^-f-d), e sen.( 9 —9 ) si trasmute- 
ranno nelle qui appresso , cioè 

sen.(6o°-(-6) = sen.60 0 cos,0 + '/a sen.0 « 
sen.(6o° — 0 ) = sen.60 0 cos.0 «— '/a *en.0 
e sottraendo la seconda di esse dalla prima , si avrà 
sen. (6o° -f- 0 ) — sen.( 6o° — 0 ) = sen.0 
onde sen. (6o° + 0) = sen. 0 -J- sen.( 6o° — 0 ) 

Adunque : II seno di un arco maggiore di 6o* 
i quanto la somma di due seni , uno dell eccesso del- 
T arco proposto su quello di 6o° , e V altro della 
differenza tra V arco di 6o° , e V eccesso poc' ansi 
detto. 

PROPOSIZIONE Vili. 

isolisi. 


48 . Il coseno della somma di due archi i quanto 
il prodotto de' coseni di essi archi , toltone quello de' 
loro seni. E 'l coseno della differenza di due archi pa- 
reggia la somma de' prodotti poc'anzi detti. 

Sieno come nel Teor. precedente $ e 0 gli archi fi- 9. 
proposti , ed AB , AD i loro doppj presi nel cerchio 
del raggio 1 . Per gli estremi A , D del minor arco 
AD conducami nel cerchio i diametri AR , DH ; e 
congiuntevi le corde AB , AD , BD , si tirino le loro 
supplementali BR , AH , BH . Sari pel quadrilatero 
ABHR inscritto in questo cerchio 

BU X AR = BR X Ali — AB X RH 

4 
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E passando dalla metà di queste corde a' rispettivi setti 
e coseni degli archi f e 4, con osservare che 1' arco RH 
è uguale all’ altro AD , sarà 

cos. ( $ + 6 ) = cos . 9 cos.fl — sen .9 sen. 8 . 

Or preso l’ arco Ad = AD , similmente per gli estre- 
mi A , <i dì questo si conducano nel detto cerchio i 
diametri AR , dà , e si tirino benanche le corde de- 
gli archi AB , Ad , Bd , e quelle de’supplementi loro. 
Sarà manifesto essere 1' arco RA uguale all’ altro Ad. 
E per lo quadrilatero ABRA inscritto nel divisate cer- 
chio dovrà essere 

BA X AR = KB X Ai + AB X RA. 

E passando dalle corde a’ seni ed a' coseni di cui 
esse sono i doppj , sarà 

cos.( 9 — 6 ) = cos . 9 cos .8 -j- sco . 9 sen.fl 
Laonde il coseno della somma di due archi 
ec. C.B.D. 

4g. Cor. Ponendo nella prima delle forinole del 
presente Tcor. 9 = 8 , si avrà 

cos . 29 = cos . *9 — sen." 9 . 

la qual forinola pel coseno dell’ arco doppio parago- 
nata con quella che si ottenne nel J. 44 - dà 
cos .‘9 + sen .*9 = i 
come fu dimostrato nel §. 35. 

SCOLIO 

Per le due precedenti Proposizioni. 

5o. Sebbene le formole quassù recate pel seno e 
coseno di un arco , che sia la somma o la differenza 
di due dati , si trovino dimostrate nel caso che ciascu- 
no di questi archi sia minore del quadrante : esse pe- 
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rò , per mezzo di quanto fu stabilito nel Cap. III. , pos- 
aonsi agevolmente estendere a due archi qualunque , 
che , per le più generali considerazioni trìgonometri- 
che , basterebbe che fossero rappresentati da 90°+? 
• 9°°+ 9 - 

In effetto s' incominci dal supporre , che un solo di 
questi archi sia go 0 4-9 , e 1’ altro continui tuttavia ad 
esser 8 , sarà sen.( go°4-9 ) = cos. 9 , cos.( 90°-+-$ ) = 
— sen.9 , e 

sen. ( 9o°-f9-f 8 ) = + cos.( $4-8 ) 

( il segno -f- ha luogo quando l'arco 94-8 <■ minore del 
quadrante 1’ altro — quando n' è maggiore ). 

sen. ( 9 o° 4 ~? — 8 ) = cos. ( 9 — 8 ) 

E sviluppando i secondi membri di queste due ultime 
equazioni , e poi sostituendo per cos.9 e sen.9 1» 
loro equivalenti espressioni poc’ anzi indicate , si avrà 

sen.( 9 o°-|-94-8 ) as + (sen.( go° 4-9 ) cos.8 rì- 
seli. 6 cos. ( 90°4-^ ) ) 
sen.( go’rì*?»— 8 ) ss . . sen.( go°4-9 ) cos.6 — 
sen.8 cos. ( go°4-? ) 

Cioè dinotando con * 1’ arco go° 4- 9 , sarà 
sen.( «4"® ) = ì ( sen.» cos.8 4 - sen.8 cos.» ) 
ten.( * — 8 ) = . . . sen.» cos.8 — sen.8 eoa.» 

Similmente essendo 

cos.( go°-|-94-8 ) = — sen.( 94-8 ) 
cos.( 9o°rì9— ® ) = — sen.( 9—8 ) 
facendo le stesse operazioni e sostituzioni di poc’anzi, 
si avrà finalmente 

cos.( »+ 8 ) = . . . cos.» cos.8 + sen.» sen.8 

Or suppongasi anche F altro arco divenirne 90°-f-8 , 



J». ELEMENTI 

che dinoteremo per / 3 , sarà pure scn.( 90 •+«) S COS .0 , 
e co5.( 90°+d ) = — scn. 0 . Ed è poi 

sen. (( 9 °”+*) + ( 9 ° o + 0 )) = sen.(i8o°+i5i+fl) = sen.(9-f-0) 

ien.((90 0 -H?) — (9004.fi) )= sen. (9 — 0) 

cos.( (90°+?) + (90°+®) ) = cos.(i 8 o°-f 94-6) cos.(9+fl) 

( secondochè 1 ’ arco è minore del quadrante , o 
pur maggiore ). 

C0!- (( 9 °“+?) — (9°°+®))= ! coi. (9 — 6 ) 

Nelle quali quattro ultime equazioni eseguendo gli svi- 
luppi de' secondi membri di esse, e poi le sostituzioni 
in vece di sen.9, cos.9 , sen. 6 , cos.fl delle loro equi- 
valenti espressioni recate più sopra , si verranno ad 
avere i seni e coseni indicati nc' primi membri delle 
medesime , co' loro propri segni. 

E tal dimostrazione potrebbesi nel modo stesso 
continuare in appresso , sicché poi indicando con A , 
B due archi qualunque , dovrà essere in generale. 
sen.( A + B ) = sen.A cos.B + sen.B cos.A 
cos.( A + B ) = cos.A cos.B + sen.A sen.B 
Avvertendo sempre , perchè i risultamene sieno 
affetti dal loro proprio segno , che debbesi tener conto 
de’ segni che appartengono a' setti e coseni degli ar- 
chi dati. 
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PROPOSIZIONE ni. 

T £ O li E M A. 

5 o. La tangente della somma di due archi è quan- 
to la somma delle tangenti di essi divisa pel raggio 
minorato del prodotto di quelle tangenti. 

E la tangente della loro differenza è quanto la dif- 
ferenza delle tangenti di essi divisa pel raggio accre- 
sciuto del prodotto delle medesime tangenti. 


Essendo sen. ( 9+0 ) = sen. 9 cos. 0 +sen .0 cos.9 

•e eos.( 9 + 0 ) ~ cos.9 cos.0— sen. 9 sen.0 

dividendo 1’ un. equazione per 1’ altra , e sostituen- 
do al quoziente de’primi membri tang.( 9 + 9 ), si 
avrà 


tang. ( 9 + 0 ) 


sen. 9 cos .9 + sen .0 cos.9 
C05.9 cos .0 — sen. 9 scu .0 


E dividendo il numeratore e denominatore di questo 
fratto per cos.9 cos.0 , e sostituendo sempre al quo- 
ziente del seno per lo coseno di un arco la tangente 
di questo , si avrà 

tang. ( 9 + 0 ) = 

E similmente dalle forinole esprimenti il seno e il co- 
seno della differenza di due archi si sarebbe otte- 


tang.9 + tang.0 
1 — tang. 9 X tang.d 


auto 

tang. (9 — 0 ) 


tang. 9 — tang .0 
1 + tang. 9 X tang .0 


Che perciò la tangente della somma di due archi , 
ee. C.B.D. 
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5i. Cor. Supponendo nell’ espressione di Ung.(^-f-fl), 
esser $ = d, si avrà 


uiig.iy 


i — tang. $ 

eh' è l' espressione della tangente dell’ arco doppio. 


PROPOSIZIONE X. 


TEOREMA. 

5a. Ritrovare il seno dell arco di i'. 

I poligoni regolari di i6384 lati iscritto, e circo- 
scritto ad un cerchio del raggio i , con un approssima- 
zione portata fino a i5 cifre decimali, sono rispettivamente 
espressi da 3, i4 i 5ga57658686o , e 3, i4i5ga6gaogtz58, 
come può rilevarsi nella maniera prescritta nelle Prop. 
1 , e a della Misura del cerchio. ( Corso di Geometr. 
voi. il. ). Ciò posto siccome questi poligoni essendo 
simili sono proporzionali a’ quadrati delle perpendico- 
lari , che dal centro del cerchio si abbassano sopra 
due loro lati , delle quali quella che cade sul lato del 
poligono circoscritto è il raggio del cerchio ; perciò sa- 
ri 3, i4i5ga6gaogn58 a 3, i4iSga5^658686o, come il 
quadrato del raggio , al quadrato della perpendicolare 
che cade dal centro su di un lato del poligono iscrit- 
to. Quindi se si determini questo quarto proporziona- 
le , e poi da esso si estragga la radice quadrata , si 
avrà tal perpendicolare in parti del raggio. Or perchè 
il poligono iscritto è uguale al rettangolo contenuto dal 
suo perimetro, e dalla metà della perpendicolare poc'an- 
zi determinata; perciò se il numero 3, i4>5ga 5 76586860 
si divida per 1' altro che dinota la metà della perpen- 
dicolare poc' anzi ritrovata , il quoziente darà il perìmetro 


« esso poligono ( Note alla Mis. del Cere. Prop. 1 . ) , il 
quale si troverà espresso da 6 , a83t85»788374 a 5- Ed 
in simil guisa , dividendo , il numero di' esprime il po- 
ligono circoscritto per ■/» , cioè per la metà del rag- 
gio , si determinerà il perimetro di quest' altro poli- 
gono , che sarà 6, a83 i85384 i8a56. Laonde dividendo 
ciascun di questi due numeri per 1 638 4 » numero de' lati 
di ciascuno di tali poligoni , i quozienti o, ooo3834q5 1 , 
e o, ooo3834952 , i quali non dilferisconsi , che nella 
io. a*» cifra decimale solamente , rappresenteranno due 
lati di essi. Adunque 1' arco di cerchio , eh’ è sotteso 
da un lato del poligono di i6S84 lati di fieri scesi dalla 

sua corda per meno che ■ ■ del raggio ; e per 

conseguenza un tal arco , e la sua corda , con un' ap- 
prossimazione assai più che sufficiente per gli ordinarj 
usi trigonometrici , potranno prendersi per uguali. Ma 
quest’ arco è precisamente di i', 19", 6'", 5"", 

'io""", come può vedersi dividendo la circonferenza , 
e quindi 30o° per metà , tante volle , quando se ne 
richiede per pervenire a i6384 parti , cioè i {- volle 
( Prop. 1 mis. del cerch. ). Dunque con più ragione 
potrà supporsi , che si confonda colla corda contermi- 
ne 1’ arco di 1 ' -, e perciò potrà stabilirsi la seguente 
proporzione, l’arco dii', 19", (¥", 5"", 3/"", iti'"" 
all* arco di i', come la corda di quello, cioè o,ooo383495t 
alla corda di 1' ; della quale presane la metà , si avrà 
il seno dell' arco di mezzo minuto ; e da questo se ne 
dedurrà poi quello di t' *. C.B.F. • 

53. Cor. Nel prendere il valore del seno dell’ 
arco di 1' da quello di mezzo minuto primo , cioè 3o", 
servendosi dell’ espressione son. i'r= z.sen.3o" cos.3o", 
è facile il vedere , che cos.3o" sia presso che uguale al 
raggio , cioè ad 1 : che perciò sen. 1' = a.scu.3o". 
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Vale a dire , che si può a dirittura prender* per 
seno di »' la corda di quest’ arco. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMI. 

54. Esporre co' principj precedenti V effettiva for- 
mai ione del Canone Trigonometrico. 

Per la Prop. prec. può ritrovarsi il valore nume- 
rico di sen.t'. E supposto, come al solito, il raggio 
trigonometrico = 1 , per la Prop. 4 - si renderà noto 
cos. 1'. Inoltre per Io Cor. 1 della Prop. 7 si deter- 
mini sen a'. Ciò posto , sarà , per lo Cor. della Prop. 
6 , sostituendo a $ l' arco di 1', e perciò a 39 , 3 ? 
ec. quelli di a' , 3 ' ec. 

sen.3' = a. cos. t' sen.a' — sen.t' 
seti.4' = a. cos. t' sen.3' — sen.a' 
sen.5' = a.cos.t' sen-4' sen.3' 
scn. 6 ' = a.cos.t' sen.5' — scn-4' 
ec. 

Questa operazione , che potrebbe estendersi insi- 
sto all’ arco di 90°, cioè effettuandola per 54 oo archi , 
die vadano successivamente crescendo di 1' , si arresti 
all’ arco di 6o° ; e poi per lo Coroll. a. Prop. 7 , e con 
più agcvol calcolo si rinverranno 

sen.( 6o°-f-i' ) = sen.( 59°-(-59') -f- sen.t' 
sen.( 6o°-4-a' ) ss sen.( 5 g°-|- 58 / ) -|- sen.a' 


sen. 6 t° = sen. 59 0 -f- sen. 1 0 
sen.Ga 0 ss: sen.58° + sen.a 0 
oc. 
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Ritrovali i seni degli archi di un quadrante , i 
quali si sogliono distribuire in due colonne verticali, 
una contenente i seni fino a 45°, e l'altra , che com- 
prende i coseni di questi archi , cioè i seni da 8g°-|-5g' 
a 45°, si potranno calcolare le loro taugenti , c se- 
ganti , colle analogie del n.° ig. 

Ed ecco esposto il modo di costruire con sole 
operazioni della volgare aritmetica il canone lineare. 

55. Scol. Siccome nell’ uso ordinario di questo ca- 
none per la risoluzione de’ triangoli , imbarazzerebbero 
non poco le lunghissime multiplicazioni e divisioni , 
che convien fare 5 perciò i trigonomctri hanno pensato 
di aggiungere al canone lineare i logaritmi corrispon- 
denti a’ numeri in esso contenuti ; vale a dire hanno 
stabilito un'altra specie di canone , che dicesi lo- 
garitmico , e eh' è quello di cui si fa uso. Ed in 
alcune Tavole si trova a dirittura rapportato il so- 
lo canone logaritmico , trascurandosi il lineare. In- 
tanto sarebbe assolutamente superfluo il dir qui qual- 
che cosa circa il canone logaritmico ; poiché questo 
trovasi a sufficienza spiegato innanzi alle ordinarie Ta- 
vole de' seni , ed è facilissimo 1’ intenderlo a chi non 
ignora 1’ ordinaria teorica de’ logaritmi volgari. 
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ELEMENTI 


CAP. V. 

Formoli circolari , cbe dedccossi dalle eroe, vn , 
Viti , E da' loro corollari. 

56 . Dalle forinole rappresentanti il seno , e ’l co- 
seno della somma , e della differenza di due archi se 
ne possono ricavare molte espressioni trigonometriche 
utilissime , delle quali noi qui appresso recheremo le 
principali , che sono di un uso più frequente , e di 
alcune delle quali dovremo anche valerci a proposito 
in appresso nel presente Trattato. 

5 y. In primo luogo, se per mezzo ‘della Prop. VII. 
si cerchi l'espressione corrispondente a sen.( ) > ed a 
sen.(«9 — 9), cioè a sen.( n+i ) 9, ed a seu.( n — 1 ) 9, si 
rileverà che debbano aver luogo le seguenti due equazioni 
scn.( n -f- 1 ) 9 = sen.n9 cos.9 -f- seti. 9 cos.«9 
sen.( n — 1 ) 9 = sen.r>9 cos.9 — sen.9 cos.«9 
la quali sommate insieme danno 

sen.( 1* + ■ ) 9 -f- sen.( n — 1 ) 9 = a.sen.n9 cos>9 
cioè , sen.( n -(- 1 ) 9 = a.scn.n 9 cos.9 — sen -( n — 1)9 
la quale equazione dà il seno dell' arco muUiplice n -f- 1 
di un dato , per mezzo de' seni degli archi mulliplici 
n , n — 1 dello stesso , e del coseno dell' arco sempli- 
ce. Ed essa coincide col Teorema delle corde dimo- 
strato nel Cor. della Prop. VI. 

Similmente dalla Prop. VIQ. si rileverà, che deb- 
ba essere 

cos.( n -|- 1 ) 9 = cos.n9 cos.9 — sen.n9 scn.9 
cos.( n — 1)9 = COS./19 cos.9 + scn.n 9 sen -9 
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«lai le quali il otterrà per mezzo «Iella loro somma 
co >.( n i ) $ = a.cos.nf co»4 — cos.( n — i )9 
la «piale equazione dà il coseno di un arco multiplice 
n -f- i di un dato per mezzo de’ coseni di due archi 
mulliplici n ed n — ì del medesimo , e del coseno di 
questo. Ed essa coincide con l'altro Teorema dimo- 
strato nello Scolio al n.° 44- 
58. Dal 5- 4°. >> ha 

t 4- cos. a? M 

cos. ‘0 = — 


Ltb. r. 


equazione che combinata con 1' altra 

• sen. "$ = ì — cos.*$ 

— cos. 54 


darà 


sen. = 


N 


„ % 


e questa , e la prima M risoluta per rispetto a cos. 4 e 
seti.? daranno 

w 1 + cos.a? 

cos.? = V — — — 


1 — cos.r? 

a 


sen.? = V 

che sono le espressioni del seno , e coseno dell'arco 
metà , date le stesse linee trigonometriche per l’ arco 
doppio. 

Che se 1’ equazione 

sen. 24 = a. sen.? cos.?* * 4®* 

si combini prima con l’ altra M , e poi con N , se se 
ricaveranno queste altre due, cioè 
sen. a$ 


1 + cos. 2? 
sen. 2? 


sen 4 

= X = tang.? 

cos 4 

cos4 

— — cot4 


1 — cos. a? seu4 

che , com' è chiaro , rappresentano la tangente , 0 la 

* 
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cotangente dell’ arco metà espresse nel seno , e coseno 
• dell' arco doppio. 

60 . Le forinole finora recate possono bastare per 
far conoscere i principi per la costruiionc algebrica 
del canone trigonometrico ; ed apparterrà all' analisi 
trascendente 1 ' estenderli , ed il renderli si efficaci , ed 
agevoli per la costruzione delle Tavole , da dar risul- 
tamenti di un' approssimazione si grande , ebe ecceda i 
limiti del bisognevole ne' calcoli più accurati , che di- 
pendono dalla Trigonometria e dalle Tavole; ma non 
è questo il luogo a proposito per esporre tali cose. 

6 1 . Dalle quattro formole de' numeri e 48 se 
ne possono ricavare le seguenti altre , che sono come 
tanti Teoremi. 


I. sen.( 9 + 6 ) -f- sen.( 9 — 0 ) ss a.sen. 9 cos.6 

II. sen.( 9 + 0 ) — sen.( 9— 0 ) = a.cos. 9 sen .0 

III. cos.( 9 + 0 ) ■+- co».( 9 — 0 ) = a.cos. 9 cos .0 

IV. cos.( 9 — 0 ) — cos.( 9 -f -0 ) = a.sen.9 sen .0 

6a. Or se si ponga 9 -f- 0 = a , 9 — 0 =■ /3 ; e 

quindi 9 = — ~~ , 0 — £ : e poi questi va- 

valori di 9 , e 0 sostituiscansi nelle precedenti formo- 
le , esse si ridurranno a queste altre. 


V. 

sen.* •+■ sen.j3 c= a.sen. 

* 

cos. 

a 

* — fi 

a 

VI. 

sen.*— sen.jS = a.cos. 

a + /9 

« — fi 

a 

a 

VII. 

cos.o + cos.jS = a.cos. 

* + fi 

* — 0 

a 

a 

vm. 

COS./3 — cos.* = a.sen. 

*+/3 

— — scn. 
a 

* — P 

a 


63. E divideudo le due formole n.° V. e VI. por 
I altra n.* VII. , si avrà 


Dìgitized by Google 



D 

1 

Talco 

N 0 M E T A I A. 


3 ? 

IX. 

sen.» 

+ 

sen. fi 

Sen.t/, (»+£) _ 

Ung. 

*+fi 


cos.» 

+ 

cos .fi ~ 

cos. '/a (a+£) 

a 

X. 

sen.» 

— 

sen .fi 

sen. (a — fi) 


,-fi 


cos.» 

+ 

cot.fi 

cos. '/a (a — fi) ~ 

tang. 

a 


64- E similmente dividendo 1’ equazione IX. per 
la X. , si avrà 


sen. a sen. ft tang.i/a (a+/3) 

sen. a — sen.fi tang. '/a (a — fi) 

E da questa si ricava la seguente analogia 

a+;3 


s«n.»-4*sen./9 : tea.n-sen.fi :: tang. 


taug. 


* ? 


Cioè: La somma de' seni di due archi sia alla loro 
differenza , come la fungente della semisomma di essi 
archi alla tangente della semidifferensa loro. 

65. Inoltre ponendo nell' espressione del seno dell' 
a-f-3 . 

arco doppio", invece di $ , si otterrà • 49. 


XII. sen.( tt-\-fi ) = a. sen. - cos. ■ 
a a 

66 . Eiualmentc dividendo ciascuna delle equazioni 
B.° V. e VI. per questa XII. , e poi riducendo, si avrà 

■ xl[r sen a -t- sen.fi cos. '/a (a — fi) 

ien.(a+0) — cos^‘/a (a-fy3 ) 

XIV ien '* — ten.fi _ sen. '/a (a — fi) 
sen.(a+/3) — sen. '/a (*+fi) 

E dalle formolo qui recate i giovani potranno per 
loro esercizio ricavarne facilmente molle altre , che 
per brevità qui si tralasciano. 
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D I 

TRIGONOMETRIA. 


LIBRO IL 

PRINCIPI DI TRIGONOMETRIA RETTILINEA. 


JNTRODVZIO NE. 


67. In ogni triangolo , oltre allo spazio che vi si 
Contiene , vi sono pure , come l'è noto, tre lati e tre 
angoli ; e queste sei grandezze lianno tra loro tal nes- 
so , che’ da tre di esse date, se pur queste non sieno 
i soli angeli della figura , si possono le altre geome- 
tricamente ed in faci! modo rilevare , come si ha da- 
gli Elerrtcnti di Euclide. Ma non è cosi di loro , quan- 
do con valori aritmetici le unc si espongono , c nella 
stessa divisa le altre vi si chieggon da esse. Imperoc- 
ché essendo trascendente il rapporto de’ lati di un 
triangolo agli angoli eli' essi sottendono , ninna regola 
per T indagine suddetta può mai sperarsi. Ad ottenere 
q lindi la risoluzione del .triangolo sulla quale sono fon- 
date le scienze geodetiche , ed astronomiche , e della 
quale grandissimo uso bisogna pur fare nelle malema- 
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lidie si pure die miste , 1 Geometri antichi inventaro- 
no il seguente ripiego. 

Essi costruivano prima il canone trigonometrico , 
che , come si è veduto nel libro precedente , presenta 
una tavola di corrispondenza tra i valori degli angoli 
e quelli delle di loro funzioni , cioè delle corrispon- 
denti lince trigonometriche ; e poi prescrissero certi 
rapporti di quelle funzioni a' lati di un triangolo , dal 
che poi la risoluzione di questa figura riescila facilis- 
sima a rilevarsi. Ed è della fissazione di questi rap- 
porti , e della maniera di applicarli all* oggetto cui so- 
no destinati , che passeremo ad occuparci nel presen- 
te libro. 

Intanto è da avvertirsi, che i risultamenti de' pro- 
blemi trigonometricamente risoluti sono approssimanti , 
come approssimanti sono i valori delle linee trigono- 
nometriche che vi si adoperano , e per le operazioni 
aritmetiche che su di queste si fauno. Ed è da doler- 
si che nella maggior parte delle Trigonometrie Ele- 
mentari siasi trascurato di ciò avvertire a’ giovanetti , 
non senza loro nocumento. Imperocché nella parte 
elementare della Geometri^ , e nella sublime non si 
contemplano che le sole grandezze geometriche , e con 
metodi esalti e rigorosi tutto vieu quivi rilevata , pro- 
posto , e dimostrato; laddove nella Trigonometria rin- 
vengonsi certe grandezze continue in valori aritmetici , 
e con metodi approssimanti risoivonsi i problemi. Ed 
i giovani passan di volo dall’ un metodo all' altro , e 
da questo a quello ne ripiegano , ora contemplando le 
grandezze continue nella loro natura , ed ora sotto la 
mentita forma di discrete , e spesso non v' è chi di 
quel divario gli avverta. Era dunque necessario , non 
solo per ragion di scienza ; ma per utile de' giovani , 
premetter queste nozioni agli Elementi di Trigonome- 
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triti , clic qui imprendo a divisare brevemente e con 
chiarezza. 

68. Def. i. I valori numerici de' lati, e degli an- 
goli di un triangolo si possono chiamare parli di esso. 

E ciò secondo le frase de' Trigonomctri antichi. 

6c). Def li. Risolvere un triangolo è il ritrovare tre 
delle sci parti del triangolo dalle altre tre che sieno 
date $ se pur queste non sieno i soli tre angoli di tal 
figura. 

70. Cor. Quando sieno dati i soli tre angoli di 
un triangolo non si potrà da essi investigare il valore 
de' lati, ma semplicemente la di loro proporzione. Im- 
perocché esso in tal caso sarà dato di sola specie , e 
potrà averne infiniti altri equiangoli. 

71. Def. ni. La Trigonometria Piana, ©Rettilinea 
c la scienza, che propone le regole, o principi per ri- 
solvere un triangolo. 
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SLEM ENTI 


CAP. I. 


PRINCIPI PER LÀ RISOLUZIONE Dt’ TRIÀNGOLI. 


PROPOSIZIONE I. 

T S O R E M À. 

72. V ipotenusa di un triangolo rettangolo sta a 
ciascun lato di esso , come il raggio trigonometrico al 
seno dell' angolo opposto ad un tal lato . 

fis- Imperocché descrivasi col centro A intervallo AB 

1 ' arco circolare BD , rappresenterà BC il seno dell'ar- 
co BD , o sia dell' angolo BÀC , e CA nc sarà il co* 
seno , o sia il seno di CBA , eh' é complemento di 
* 3 o. CAB. Adunque starà AB : BC ; : R : sen. BAC* j ed 
AB : AC : : R : sen. CBA , ossia a cos. BAC. 

j 3 . Cor. E dalle due precedenti analogie si rile- 
verà facilmente che dcbha stare 

BC : CA : : sen. BAC : sen. CBA , o a cos. BAC. 

PROPOSIZIONE li. 

T E O R E M A. 

74. In un triangolo rettangolo sta pure un lato 
ali altro , come il raggio trigonometrico alla tangente 
deli angolo opposto ali altro lato. 

Ed un lato sta ali ipotenusa , come il raggio tri- 
gonometrico alla segante deli angolo adiacente . 

fz io. Poiché se descrivasi col centro A , intervallo AC 
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1' arco circolare CE ; è chiaro che CB dinoti la Ungen- 
te dell’ arco CE , e quindi dell* angolo in A , e che 
AB rappresenti la segante di que 11' arco , o di quest’ 
angolo. Laonde dovrà stare 

AC : CB : : R : Ung. A 
AC : AB : : R : seg. A 

e queste sono le due analogìe proposte nel presente 
Teorema. C.B.D. 


PROPOSIZIONE UI. 

TEOREMA. 

j5. In ogni triangolo i lati sono come i seni de- 
gli angoli ad essi opposti. 

Dal vertice A di uno degli angoli del triangolo fa. u. 
ABC si abhissi sul lato opposto la perpendicolare AD , 
si avrà nel triangolo rettangolo BAD , BA : AD : : R : 
sen.B* , e quindi R X AD = BAXsen.B. t * 

£ sitnilineate si ricaverà da) triangolo CAD esser 
R X AD := CA X sen. C . Laonde dovrà risultare 
BA X sen. B = CA X sen. C ; e quindi , considerando 
i seni come linee rette, si vedrà esser* * 14 . VI 

CA : BA : : sen. B : sen. C. 

E nel modo stesso abbassando da B la perpendicolare 
sul lato AC si dimostrerà che sia 

BA : BC : : sen. C : sen. A . 

Quindi , per equalità , se ne conchiuderà anche 
CA : BC : : sen.B: sen. A. 

Che perciò in ogni triangolo ec. C.B.D. 


9 
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ILXXSVTI 


PROPOSIZIONE IV. 

T X O R X U A. 

76. Se dal vertice di un angolo di un triangolo 
si abbassi la perpendicolare sul lato opposto , dovrà 
star quel lato su cui cade la perpendicolare , alla som* 
ma degli altri due lati del triangolo, come la differen- 
za di questi , alla differenza , o pure alla somma de' seg- 
menti formati dalla perpendicolare , secondo che questa 
cade dentro , o fuori del triangolo . 

Dal vertice A del triangolo BAC si abbassi sul 
lato opposto BC la perpendicolare AD , la quale rade 
dentro del triangolo nella figura 12 , e fuori nell’altra 
i 3 j dovrà stare BC : BA -f- AC : : AC— AB : CD IjT DB, 
ove il seguo — del quarto termine della proporzio- 
ne ba luogo se la perpendicolare cade dentro del 
triangolo , e 1' altro se cade fuori di esso. 

Col centro A , intervallo il minore AB degli altri 
due lati , si descriva il cìrcolo EBF , die interse ghi 
r altro lato AC in F , E , ed il lato CB in b. 

Ciò permesso , per la natura del cerchio , il ret- 
tangolo ECF è uguale all' altro BCò: adunque sarà 
BC : CE , o CA -f- AB : : CF , o CA — AB : Cb ; 
e questa Cb per la figura 12. è quanto CD — DB , e per 
l'altra i 3 . è quanto CD Dò. 

Adunque ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE V. 
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TEOREMA. 

77 . Tn Ogni triangolo obbliquangolo , il coseno di 
un angolo é uguale alla quantità che si ottiene dalla 
somma de' quadrati de' lati che lo comprendono , meno 
quello del lato che gli è opposto , divisa pel doppio ret- 
tangolo di que' lati stessi. 

Cioè nel triangolo BAC , per un angolo qualunque/!. ‘4' 
di etto , come per esempio quello in A , deve essere 

AB‘-|-AC‘ — BC' J 

cos. BAC = 4— 

a UÀ X AC 

Imperocché se dal vertice B di uno degli altri 
angoli del triangolo si abbassi sul lato opposto la per- 
dicolare BD , sarà BC’ = BA‘ 4 - AC* + »CA X AD , 
secondo che l'angolo BAC è acuto, o ottuso. E poi- 
ché sta 

1 : cos. BAD : : BA : AD , 

sarà 

AD = cos. BAD X BA 

e perciò 

BC 3 = BA’ -p AC’ + »BA X AC X cos. CAD. 

Or nel caso che 1’ angolo BAC sia ottuso , è cos.bAD 
ss — cos. BAC ; che perciò ne' due casi si avrà sem- 
pre BC’ = BA’ + AC* — *BA X AC X cos. BAC ; e 
quindi 

nsr - BA’-l-AC*— BC* 

cos. BAC = 2 

»BAXAC 

Che perciò in ogni triangolo ec. C.B.D. 
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ELEMENTI 

SCOLIO. 


78. Indicando generalmente per A , B , C i tre 
angoli di un triangolo , e per a , ft , c i lati che gli tono 
opposti , sarà 

6’ -f- c* — a' 


cos. A = 


afte 


e questa espressione potrà porsi an che tolto i’ altra 
forma 

(b+c)*—a' 
a ft c 

die riducesi a 

( ft -f- c -f - a ) (ft+c — a) 

afte 

la quale TÌesce più agevole nel calcolo de’ triangoli 

Inoltre sostituendo acos.* </i A — 1 in luogo di 
• 5*. cos. A*, si avrà 

* _ (* + '+») ( ft + e — a) 

2. COS. '/ J A = -■ ■ 

‘ a b c 

e quindi cos. «/a A = «/. V ( ( ft + c + q ) ( ) 

che nel calcolo è anche più agevole della precedente. 

Finalmente volendo l' espressione di sen. '/a A 
piuttosto che del coseno , basterà nella forinola di cos.A, 
che risulta immediatamente dal Teorema , sostituire 
• 58. 1 — a. sen.' ’/a A in luogo di cot. A’, si avrà cosi 

ft* 4- c* — a * 

1 — a.sen.* '/a A =: 

' afte 


cioè : sen.* '/? A : 


a’ — ( ft— c )* 

4 ft c 


- quindi sen. •/, A = -/„ V ( > < «-HZ » ! ) 

b 0 ' 
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Life. a. 


PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA; 

79 . Jn ogni triangolo la somma de ' fa/i t 1 alfa 
faro differenza , come fa tangente della semisomma de- 
gli angoli alla base , alla tangente della semidifferenza 
di essi . 

Si circonscriva al triangolo ÀCB il cerchio , c dal i5. 
centro O di questo si tirino i raggi OG , OF perpen- 
dicolari ai lati AG, AB, e -congiunto l’altro raggio 
OA , gli si abbassino dai punti G , F le perpendico- 
lari GL , FU , che sono i seui degli angoli GOA , 

AOF , finalmente si unisca la GF , e gli si abbassi 
dal centro O la perpendicolare OM. E poiché T an- 
golo GOA è uguale all' angolo CBA , mentre 1* arco 
GA su cui insiste il primo , eh' è al centro O del cer- 
chio , è metà dell' arco AGC su cui insiste 1' altro , 
che sta alla circonferenza del cerchio stesso ; c 1 ' an- 
golo AOF è uguale a BCA , per la medesima ragio- 
ne : perciò sarà l'angolo GOF quanto lu somma degli 
angoli B , C \ c quindi 1’ angolo GOM , eh' è metà 
dell' angolo GOF sarà la scmisomnia degli angoli B , 

C. Di più essendo 1’ angolo GOK = GOM -f- MOK. , 
sarà esso uguale ad FOM -f- MOK , cioè FOK -f- 
2 KOM •, e perciò GOK — KOF = 2 KOM : quindi 
KOM sarà la semidiflcrenza degli angoli GOK , KOF 
ossia B , C. 

Or essendo simili i triangoli GKL, FKH, sta GK: 

KF : : GL : I'H. Ma GL, ed FU sono seni degli ar- 
chi GA , ed AF , e quindi degli angoli in B , C; e 
perciò proporzionali a’ lati AC, AB, opposti ad essi*. * ;5. 
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Adunque sarà GK : KF :: CA : AB ; e componendo GF : 
FK :: CA -f- AB : AB-, e poi col dividendo, ed invertendo 
applicato a quella stessa analogia , si avrà KF : GK — KF 
:: AB : AC — AB. Laonde , per equalità , dovrà stare GF : 
GK — KF :: CA -f- AB: CA — AB. Ma, presa MN = MK, 
G3i sarà uguale a KF , e GK— KF è quanto GK — G.\ , 
rioc NK \ adunque sarà CA -f- AB: CA — AB : : GF : 
]VK , o pure :: GM : MK. Quindi, siccome preso 
OM per raggio , le MG , MK rappresentano le tau- 

B -4- C B— C 

*74 genti drgli angoli MOG , MOK." , cioè ,e ; 


perciò si avrà 
CA + AB : CA - 


• AB : : tang 


B + C 


tang. — 


B — C 


Cioè la somma de' lati 
B. D. 


è alla loro differenza cc. 


A L I T E A 


• fi*, 

n. XI. 


8 o. S' indichino con » e /3 gli angoli B , C del 
triangolo ACB : Xi rileverà facilmente dal n°. y5 , che 
debba stare sen. a -|- sen . /3 : scn. » — sen. /3 :: CA 
+ AB : CA — AB. Ma scu. a -f- sen. p : sen. » — sva.f 3 


« 4 - B 

tang. — : 


tang. 


* Adunque starà pur* 


CA+AB: CA— AB :: Ung. 2-±£ : U ng. 

B + C B — C 
cioè .. Ung. — - — : Ung. — - — 
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Aftlicìzioki di’ niicm stabiliti m rizcEDim 

SANTOLO ALL’ ITT ATTIVA ASSOLUZIONI Di' TRUNCOH. 


8t. In ogni triangolo , dati due angoli i anche 
dato il terzo , eh' è il supplemento a due retti della 
lomma de' due dati; e perciò nel triangolo rettangolo , 
a' £ dato uuo degli angoli acuti, sari dato anche l'al- 
tro. Di più in questo triangolo , se sono dati due lati , 
si conoscerà il terzo per mezzo del Lemma premesso alla 
Prop. 4- Lib. I , e senza operazioni trigonometriche. 

PROPOSIZIONE vn. 

s a o a i u a. 

8*. In un triangolo rettangolo , dato uno dt' lati , 
od un' altra delle tue parti ad arbitrio ; determinare le 
rimanenti parli 


Caso i. 

Sieno dati i cateti AC, CB. Per determinare l’an- j 5 $. i». 
golo in B , si faccia 

AC : CB : : R s tang. A * *74. 

Si renderà nota per tal modo la tangente dell’ an- 
golo A ; e quindi un tal angolo si rileverà dalle Ta- 
vole. 

7 
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Clie te diasi il cateto AC , e l' ipotenusa AB. Si 
troverà 1’ angolo in B facendo 

AB •. AC : : R : sen. B * 

donde si farà anche noto quello in A : e ti sarebbe 
trovato direttamente questo, per mezzo della seguente 
analogìa 

AB : AC : : R : cos. A * 


Caso in. 

E dandoti il cateto AC, ed uno degli angoli acu- 
ti A , e perciò anche l’ altro B. Per determinare l' al- 
tro cateto BC , bisognerà fare 

• 7 t. R : tang. A : ; AC : CB * 

’ "5- o pure ten. B : ten. A : : AC : CB * 

* 3 ’ Ma la prima analogìa é da preferirti alla seconda ; 

poiché il primo termine R di quella é il raggio. 

E volendo l' ipotcnusa AB , converrebbe lare 

• R : seg. A : : AC : AB * 

* o pure ten. B : R : : AC : AB * 

Caio rr. 


Finalmente dandosi l' ipotenusa AB , ed uno degli 
angoli B alla base , e quindi 1' altro A : se si voglia 
un cateto come AC , si dovrà fare 

R : sen. B : : AB : ÀC * 

E poiché non resta a fare altra combinazione 
nelle pirti del proposto triangolo , oltre le finora in- 
dicate ; perciò ti sarà risoluto il presente Proble- 
ma. C. B. F. 
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PROPOSIZIONE vra. 

Molimi. 

83. In un triangolo obbliquangolo , date tre dell t 
sue parti , tempre compreto uno de' lati ; determinare 
le rimanenti parti. 


Caio i. 

Sieno dati in primo luogo gli angoli in A , B , e Jtf. ut 
quindi 1’ altro in C , ed il lato AB ; e ti cerchino gli 
altri due lati BC , AC. Si fàccia 

sen.C : sen.A :: BA : BC * 
sen.C : «en.B :: BA : AC » * ’ S 

li avranno per tal modo i lati BC , AC. 

Caio n. 

Che te diansi i lati AB , AC e l' angolo C oppo- 
sto ad uno di essi lati AB ; si troverà 1’ angolo in B 
opposto all'altro lato AC facendo 

AB : AC :: sen.C : sen.B * • 7 j. 

Quindi sen.B si farà noto; e dalle tavole si rileverà 1' 
angolo B , per conseguenza quello in A , e finalmente 
il terzo lato BC*. • eMgl , 

Che se co' dati stessi di poc’ anzi si volesse otte- 
nere direttamente il terzo lato BC : dal vertice A del- 
l' angolo opposto ad un tal lato , si abbassi sopra di 
esso la perpendicolare AD, sarà DC = AC cos.C, 

DA = AC sen.C ; quindi BD = V( AB’ — AC* sen.’C ) 
perciò BC = AC cos.C ± V( AB*— AC’ scn.’C ) , ove 
segno — del radicale , com' è fàcile ad avvertirsi col- 
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la semplice ispezione della figura , ha luogo quando 
l’ angolo B é ottuso. Bisogna anche notare che se fosse 
ottuso 1' angolo dato in C , allora il suo coseno sarebbe 
negativo. 

L’ espressione di BC che si è ottenuta non può 
calcolarsi per logaritmi , a meno di una riduzione nella 
quale vi entra a parte un nuovo angolo ; ond' è che 
nessun vantaggio si ha dall* aver ottenuto nel caso pro- 
posto il lato BC indipendentemente dall* aver prima de- 
terminato l' angolo B , e quindi quello in A ; che per- 
ciò bisognerò condursi piuttosto in questo modo, come 
da dotti Trigonometri è stato avvertito. 

Scolio. 

È però da notarsi per questo secondo Caso , che 
se mai 1* angolo dato è opposto al lato maggiore , al- 
lora 1' angolo opposto all* altro lato dato dovrò essere 
necessariamente acuto ; poiché dev' essere minore del 
dato , c quindi acuto , quando anche quello sia ottu- 
so ; mentre un triangolo non può avere due angoli 
ottusi , o uno ottuso , e 1* altro retto. Che se poi 1' 
angolo dato è opposto al lato minore , coni* è nella 
fig. sa , in cui l’angolo dato C sta opposto al lato BA 
fif. sa. minore di AC; allora la specie dell’angolo opposto al 
lato AC sarà dubbia , cioè potrà esso essere acuto , o 
ottuso. In fatti descrìvendosi col centro A intervallo 
il lato minore AB il cerchio BEF ; questo dovrà sega- 
re il lato BC in b , e congiunta la Ab avrà gli stessi 
dati si il triangolo ABC, che l'altro AòC ; per conse- 
guenza si sarà in dubbio se risolvasi l’uno, o l'altro , 
a meno che le circostanze della quistione non tolgano 
l’ incertezza. 

Ed è anche chiaro , che per sapere il valore di 
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BC bisogna eh# sia nota la specie dell’ angolo oppo- 
sto al maggiore de' lati dati , altrimenti la BC resterà 
dubbia. 


Caso ni. 

E se sien dati i due lati BA , AC , e l'angolo in fi/. t{. 
A da essi compreso : si troverà ciascuno degli angoli 
alla base facendo 

AC + AB; AC — AB :: tang. : tang. S., *1 * ?*• 

Si avrà in tal modo la tangente dell’ angolo , eh’ è se- 
midifferenza degli angoli B , C , e quindi un tal an- 
golo si farà noto dalle tavole : e se esso si aggiunga 
alla metà dalle somma degli angoli B , C , si avrà 
l’ angolo maggiore B , se se ne tolga , si avrà il mino- 
re C. 

Ed è facile a rilevarsi dall' analogia sopra recata , 
che quando non occorre di determinare , che sola- 
mente gli altri due angoli del triangolo , i lati in- 
torno al dato angolo non à necessario che sian da- 
ti di grandezza , ma basta che lo sieno di sola ra- 
gione. 

Conosciuti gli angoli in B, C, il lato BC adja- 
cente ad essi si determinerà pel Cas. i. 

Scolio. 

Talvolta i lati AB , AC non sono dati in nu- 
meri naturali , ma bensì per mezzo de’ logaritmi di 
essi , come avviene , per esempio , allorché ne' calcoli 
di Astronomia si rilevano le distanze de’ pianeti dal 
sole nelle tavole astronomiche costruite a quest’ uso. 

In tal caso per evitare di determinarsi in numeri na- 
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turali i suddetti lati, prima di procedere alla risolu- 
zione del triangolo , il che risulterebbe di grande im- 
paccio , si potrà usare il seguente ripiego. 

Si supponga la CA , eh' è il maggiore de’ due lati, 
posta ad angolo retto colla BA, cioè come la cA, con- 
giungasi la Bc , starà 

BA : Ac , o AC : : R : tang. cBA * 
e si avrà cosi 1 ’ angolo cBA , il quale sarà maggiore 
di 45°. Si dinoti un tal angolo per a. E poiché 

tang. (,-45») = , Vi «vrà, sosti- 

AC 

tuendo per tang.» l’espressione * , ed i per tang. 45% 

e quindi AC •+• AB : 


e ino\ AC— AB 
tang.( — 45») = ATTllr 

AC — AB : : R : tang. ( a — 4$» )■ Che perciò so- 
stituendo alla prima di queste ragioni l’uguale 
* ;9- tang. '/i ( B-f C ) , o cot. '/a A : tang. '/a ( B— C )*, sarà 
R : tang. ( * — 4^° ) : : cot. '/a A : tang. */a ( B — C ) 


Caso ìv. 


Finalmente se sieno dati i tre Iati BC , CA , AB 
e si cerchino gli angoli. 

L'angolo A si otterrà facilissimamcnte , per mezzo 
di una delle due forinole esibite nel num.° 78 . Ed un 
altro de' suoi angoli si potrà ottenere o nel modo po- 
c’anzi detto, o come nel Cas. t. E da questi due an- 
goli resterà poi determinato il terzo. 
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SCOLIO. 

84. Nelle ricerche che ri fanno per la risoluzio- 
ne de' triangoli , bisogna , quanto più si può , aver 
l'avvertenza di dedurre ciascuna parte che si cerca di- 
rettamente dalle parti date , evitando d’ implicare nel- 
la determinazione di esse qualche altra parte inco- 
gnita del triangolo, che siasi precedentemente deter- 
minata. 

Imperocché non essendo che approssimanti per 
loro natura i quarti proporzionali che derivansi da 
analogie ove rienvi quantità trigonometriche ; e i più 
delle volte divenendolo anche tanto meno, per le ope- 
razioni aritmetiche che conviene fare per rinvenirli ; 
sempre che si farà uso di essi per termine di un’ altra 
analogia , il quarto termine di questa alle due prece- 
denti imperfezioni che lo fanno deviare dall' esattezza 
unirà anche l’altra del non esatto valor* del termine 
impiegato. 
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cap. in. 

Della maniera di determinare i segmenti della base 

E LA PERPENDICOLARE, NE’ DIVERSI CASI DI RISOLVIMENTO 
PROPOSTI NEL PRECEDENTE CAPITOLO BE' TRIANGOLI OB- 
■ LIQUANGOLX j E DI ALCUNE ALTRE RICRACB E ANALOGHE. 


85. Le considerazioni esposte nello Scolio iu fina 
del precedente Capitolo ci hanno determinato all'oggetto 
quassù proposto pel presente, a fin di mostrare in qual 
modo la perpendicolare ed i segmenti della base in 
un triangolo obbliquangolo possansi ottenere diretta- 
mente dalle tre parti date di esso, senza frammezzar- 
vi altre di quelle che v' erano incognite. 

PROPOSIZIONE IX, 

PROBLEMA. 

86. Nel triangolo ABC dati gli angoli in A , C, e 7 
lato adjacente CA : ritrovare i segmenti AD , DC di 
questo lato , e la perpendicolare BD che cade sopra di 
esso dall' angolo opposto . 

Nel triangolo BDC sta DC : DB : : cot.C : R , e 
nell’ altro triangolo BDA si ha parimente DB : DA : : 
R : tang. DBA, o cot. BAD, die dinoterò per col. A j 
quindi si avrà per equalità DC : DA :: cot. C : cot. A , 
o : : tang. A t tang. C. Or da quest’ ultima analogìa si 
rileva facilmente che stia 
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DC-f-DA : DC — DA :: tang.À-f-tang C : tang.À — lang.C 


sen.A sen.C 


cos.A cos.C cos.A 


sen.A sen.C , 
— 


sen.A co>. C -{-sen.C cos.A sen.A cos.C— sen.Ccos.A 
cos.A cos.C cos.A cos.C 

o sia :: sen. ( A -f. C ) , cioè sen. B : sen. (A — C )* 
Che perciò essendo dato quest' ultimo rapporto, ed un 
de’ termini del primo , secondo che la perpendicolare 
BD cade dentro o fuori del triangolo ; sarà anche dato 
1’ altro termine di esso j e quindi si avranno i segmen- 
ti AD , DC della base. 

Per aver poi la perpendicolare BD si osservi che 
DA = DB cot. A , e DC = DB cot. C j che perciò 
AC = DB ( cot. C -f- cot. A ) * 


= DB ( 


cos.C cos.A 
sen.C sen.A 


) 


• 4 *. 


= DB ( 


= DB 


sen.A cos.C -f sen.C cos.A 
sen.C sen.A 
sen. ( C -f- A ) 
sen. C sen. A 


) 


AC sen.C sen.A AC sen.C sen. A . 

E quindi DB = , . .... = r a, ‘ 

* sen. ( A •+■ C) sen. B 

E <1 è mediante questa forinola che resta risoluto 
trigonometricamente il Probi. I. della Sezione IV . 

Cip. II. dell'Aritmetica Universale del Newton. 

87. Scol. Dalla prima parte della soluzione del 
presente Problema si rileva che : I segmenti di un la- 
to di un triangolo , prodotti in esso dalla perpendico- 
lare che gli si abbassa dal vertice dell'angolo opposto , 
sono come le tangenti degli angoli che gli corrispondo- 
no alternamente. 


8 



lib. ». 58 


1X.XUCBT* 

PROPOSIZIONE X. 


VKOILEMA. 


88. Dati i tre lati del triangolo ABC , esibire i 
segmenti AD , DC di un di questi , prodotti dalla per~ 
pendicolare abbassala ad esso dalV angolo opposto : e 

di più una tal perpendicolare. 


I segmenti AD , DC dalla base si avranno facen- 

* " 6 * do AC : BC + BA :: BC — BA : DC + DA» ; ed ot- 

tenutosi questo quarto termine sari facile a rilevarne 
i segmenti DC , DA, venendo sempre ad esser data la 
somma e la differenza di essi. 

Per ottener poi la perpendicolare BD indipenden- 
temente da' segmenti AD , DC si procederà nel seguen- 
te modo 

Nel n.° 78 si è ottenuto 

V.A = ./.V( <•+»—><•+»-»> ) 

y. A = ./. V ( - <! +» . +“)(*+«--> ) 

* i®. Adunque sarà scn. '/a A cos. '/a A , cioè '/» sen. A* , 

nn . , un 

o sia , cioè— 


. . / ( *+c-t-o ) ( b+c— a ) W1 , 4 ,'n+b—c ) (o-fc— b) 

A V j- c * v bc 

c quindi 

BD = V ( (à+c+°)(*+ e — °) (“+* — c ) (a+c—b) ) 

nella quale espressione , come si vede , basta sostituire i 
valori de’ lati di un triangolo per aver la perpcndico- 
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lare che , pel presente caso, cade sul lato b , cioè AC, 
dal vertice dell' angolo B che gli e opposto, Ltl una 
lai formoli) potrà agevolmente modificarsi per gli al- 
tri casi. 


SCOLIO. 

89. Facendo a -f- b -J- c ss *p% sarà a -f* b — c = 

— ac , a -f- c — à = a/> — , b c — a ~ 2p — 2a ; 

e quindi la perpendicolare BD si potrà esprimere, per 
mezzo di una semplicissima ed ovvia riduzione , nella 
seguente altra maniera più elegante , cioè 

?(/>—“) (/’—o (p — b ) ) 

E da essa si rileva facilmente , che 1’ espressione dell' 
aja di un triangolo ne’ suoi lati sia la seguente 

V ( p (p — a ) (p — o (p— b ) ) 

cioè , lo radice quadrala del prodotto che ha per fatto - 
ri la temiiomma de' lati , e le tre diffcrenxe di ciatcun 
lato da questa. 

PROPOSIZIONE XI. 

problema. 

90. Dati nel triangolo ABC i lati AB, BC , e fit 
r an goto ABC da etti compreso : determinare i seg- 
menti ABD , DBC di questo angolo , prodotti dal- 
la perpendicolare che cade sul lato ad esso opposto. 


Essendo BD = CB cos.CBD— AB cos. ABD , sarà 
CB cos. CBD = AB cos. ABD ; e perciò CB : AB ; : 



I 
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coi ABD : cos. CBD ; dalli qual proporzione i fa- 
cile il rilevarne l’altra CB-J-AB : CB — AB :: cos.ABD-f- 
cos.CBD : cos. ABD — cos. CBD; cioè ( n.° vii. e 
vm. J. 6». ) :: 


ABD+CBD C1D ABD ASI>-f-ClD CBD ABD 

cos. cos. : sen. seti.' 

a a a a 


e chiamando ,3 1' angolo ABD ed * 1’ altro CBD , sarà 

3 a — *+/3 

-cos — ; sen.— 

a a 

*+£ ... * — fi 


AC-t-CB; AC— CB :: cos.^cos.^.. Ka .^±l sen .^fi 


cos. 


sen. 


cioè :: 


*+/3 a — a 

sen. cos. — 

a a 


• ! tang. ( CBD^—ABD ) ; tang. ’/a ( CBD-pABD ]. 
E dall' esser noto un de’ termini della seconda ragio- 
ne di quest’ ultima analogia , quello cioè che esprime 
1’ angolo dato ABC , si farà anche noto 1’ altro termi- 
ne , ottenuto il quale resteranno determinati gli ango- 
li cercati CBD , ABD. 

91 . Scol. Quest’ ultimo risultamento che offre 
la soluzione del presente problema dà un' altra ma- 
niera onde risolvere il triangolo ABC , dato l’ango- 
lo ABC , ed i Iati che lo comprendono , diversa da 
quella che n’ è stata esibita nel Caso ut. della Prop. 
vm. del presente Libro. 
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PROPOSIZIONE" XII. 


ERORLEXA. 

qa. Nel triangolo ACB in cui ti divida per me- Jt- 17. 
tà un angolo di esso ACB /ter messo della CD | si 
vuol determinare i segmenti che tal linea CD produ- 
ce nel lato ad esso opposto ; dati che sieno o un tal 
lato e gli angoli adjacenli A , B , o pure i tre lati del 
triangolo. 


Parte 1 . Sieno deli gli angoli in A , B c ’l lato 
BDsen.B ADsen.A 

saranno 


AB. E poiché CD 


se 11. BCD 


sen. DCl) 


queste due quantità ultime tra loro uguali , e quindi 
BD : AD : : scn. A : sen. B. 
e BD AD : BD — AD : : sen.A-J-scn.B : sen. A — «en.B 
cioè 

:: tang. •/> ( A-fB ) : tang. •/, ( A— B ) *. • XI.61. 

Laonde sarà 


BD — AD = tnnK ^- ( A ~ P J 
tang. ■/, ( A-f B ) 

Quindi avendosi la differenza de' segmenti BD , 
DA , e la loro somma AB , si farà noto ciascun di 
questi. 

Parte II. Che se sieno dati i tre lati del trian- 
golo ; la differenza de' segmenti del lato AB si otterrà 
geometricamente per mezzo della 3 . del Lib. VI. di 
Euclide , a senza far uso della Trigonometria. 
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proposizione xm. 

raoBLBMA, 


/(- it, 5)3. Trovare i valori de' segmenti ACD , DCB 
del C angolo ACB , prodotti dalla linea retta CD , che ai- 
vide per metà il lato opposto AB ; nel caso che 
sia dato F angolo diviso , ed i lati AC , CB , che lo 
comprendono. 


Essendo CD = 


BD srn.B AD sen.A 

sen. BCD sen. ACD 


saranno uguali queste due espressioni diverse della 
CD ; e perciò essendo BD = AD stari 
sen. BCD : sen. ACD :: sen.B : sen.A :: AC : BC 
e quindi 

AC+BC: AC— BC:: se.BCD-f-se.ACD: se. BCD— se. ACD 
:: tang.'/j( BCD-J-ACD ): tang.'/i( BCD — ACD); die 
* Xt.64. perciò si farà nota tang. 1/3 ( BCD — ACD)* ; c per 
mezzo di essa sarà poi facile il rilevare i valori degli 
angoli ACD , BCD. 
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CAP. IV. 

Dt ALCUNI ALTRI CASI IH CUI LE TRE PARTI DATE PER LA 
RISOLUZIONE DI VÌI TRIANGOLO SONO DIVERSAMENTE COM- 
BINATE. 


94- Oltre le principali combinazioni di tre par- 
ti di un triangolo necessarie per la determinazione 
delle rimanenti , del quale oggetto si è trattato nel 
Cap. II. del pescnle Libro, possono anche aver luogo 
per la risoluzione del triangolo diverse altre combina- 
zioni di dati , delle quali passeremo ad esporne al- 
cune ne' seguenti Problemi. Queste tali combinazioni - 
debbono però esser sempre tali , che implicitamente 
contengano tre parti date del triangolo , ciascuna indi- 
pendentemente dalle altre due. 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLEMA. 

g5. Nel triangolo BAC lituo dati i tali AB , AC , , 9 . 

e la lumina , o la differenza degli angoli B e C alla 
base ; si vuol risolvere il triangolo. 


Poiché BA-f- AC: AC — AB :: tang. — : tang. — > 
B-f-C . . B— C , 

perciò se c nota si otterrà — — ; ed al contrario. 
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PROPOSIZIONE XV. 


PROBLEMA. 

fa' 1 9- 96. Risolvere il triangolo BAC in cui sìeno noti 

gli angoli , ed AB 4- AC , o AC — AB. 

Si otterrà la differenza de' Iati AC , AB se era 
data la somma di essi , a al contrario la somma se 
n' era data la differenza , per mezzo della seguente 
analogia 

tang. -~J"— : tang. — — :: AB-f-AC : AC — AB 
PROPOSIZIONE XVI. 


problema. 


fis, 19. 97. Le cose date per risolvere il triangolo BAC 

pieno l'angolo A, il lato BC che lo sottende, ed AB 
+ A C , o AC — AB. 


Parte I. Sia nota AC — AB. E poieliè scn. A , 
sen. B, e sen. B — sen. C sono in ordinata ragione 
con BC , AC ed AC — AB , sarà 

sen. A : sen.B — sen.C :: BC : AC — AB 


• perciò BC = 


sen. A ( AC — AB ) 
sen. li — scn. C 


_ sen. (B + C) ( AC — AB) 
sen. B — sen. C 

ì.sen.’/j ( B-J-C ) cos.'/a ( B+C ) ( AC — AB ) 
i.sen. 1 /» ( B — C ) cos.'/a ( B-$-C ) 
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sen. ■/-,( B-f-C ) ( AC— AB ) 
sen. ■/*( B — C ) 

Or sen. '/a( B+C ) = coi. '/» A 
Adunque sarà 

( AC— AB ) cos.'/, A. 
sen. '/*( B — C ) = £}<j 


Pàrtè u. Sia or data AC+AB. Ed essendo coma 
poc’ anzi 

sen. A : sen. B + sen. C :: BC : AC + AB 
sarà facile per meno degli stessi passaggi di poc" ami 
di ottenere la seguente forinola 


cos. '/>( B — C ) = 


( AB+AC ) sen. '/a A. 

5c 


98. Scol. t. Ottenutosi l'angolo cb' è semidiflc- 
rema di quelli alla base del triangolo proposto , cioè 
1 L ( B — C ), la determinazione de’ lati AC , AB ne se- 
gue immediatamente ; poiché nel caso della Parte 1. 
del Prob. , ove supponesi nota la AC — AB , la for- 
inola della Parte 11. darà il valore di AC+AB : ed al 
contrario supponendo nota la AB+AC , come nella Par- 
te u. , la formola della Parte 1. darà il valore di 
AC— AB. 

99. Scol. a. Il triangolo proposto si sarebbe potuto fil- *°- 
risolvere prendendo sul lato CA la CE = CA + AB , 

o a CA — AB ; e poi risolvendo il triangolo BEC in 
cui verrebbe ad esser dato 1 ’ angolo in E, ed i due 
lati BE , BC ; ma la prima soluzione è preferibile. 
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PROPOSIZIONE xvn. 

problema. 

i oo. Su- no dati nel triangolo BAC T angolo in C , 
il lato a.ljacente CB , e la somma o la differenza de- 
gli altri due lati, risolverlo. 

Si prenda nell' altro lato CA dell'angolo dato C 
la CE = CA -f- AB o a CA — AB , e si congiunga la 
BE , si faranno noti nel triangolo EBC due lati e 1’ 
angolo compreso ; die perciò esso potrà risolversi : 
ed è pur facile il ravvisare come da tal risoluzio- 
ne si possa passare a quella del triangolo propo- 
sto ABC. 

proposizione xvra. 

PROBLEMA. 

/-(■ il. tot. Risolvere il triangolo BAC in etti sitno dati 
il luto BA , f angolo C ad esso opposto , ed il rettan- 
golo de' lati BC , CA che lo comprendono. 

Essendo BC’+CA’csAB’+aBCxCA C os. C , 
sarà (BC+CA)‘=AB’+aBCXCA(cos.C+i ) 
e (BC — CA)‘=AB‘+iBCXCA (cos.C — i ) 
donde si ricaverà 

BC+CA=V ( AB’+aBCxCA ( cos.C+i ) ) 
BC— CA=V ( AB’+aBCxCA ( cos.C— i ) ) 
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Halle quali due ultime equazioni è facile il rilcTarne i 
valori di BC , CA. 

Volendo poi il valore degli augoli in B , A indi- 
pendentemente da quello de’ lati BC , CA , ai proce- 
derà nel seguente modo 

BA : «en. C :: AC : sen. B :: BC: scn. A*. Laonde • 75. 
sarà BA* : sen.* C :: ACXBC : scn. A scn.B. 

Or sen.B= '/acos. ( A — B ) — '/acos. ( A-f-B )*=:.. *6i.lV 
•A cos. ( A — B ) -f- '/a cos. C : che perciò se questo 
valore s’ introduca nell’ analogia di sopra , si avrà 
da essa 

. _ 1ACXBC sen.’C „ 

COS. ( A B ) — C05 ‘ C 

Laonde avendo il valore di cos.( A — B), ed essendo 
pur noto l’altro di 'cos. ( A-j-B ) , si potrà agevolmen- 
te ottenere gli angoli A , B. 

PROPOSIZIONE XIX. 

PlOllIZi. 


101. Conoscendo i Ire angoli di un triangolo, e la 
somma de' tre tali , risolverlo. 

Essendo BC , CA , AB proporzionali con sen. A , 
sen.B , sen.C ; si avrà , per la 11. del Lib. V. di 
Euclide , 

sen.A-f-sen.B-|-sen.C: sen. A :: BC+CA-J-AB : BC 

• j- 13 /- (BC+CA+AB) 

e quindi . . . BC = rr- 

* sen.A-f-sen.B+scu.L. 

E similmente si determineranno gli altri ducigli. 
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PROPOSIZIONE XX. 


PROBLEMA. 


fif io3. Risolvere il triangolo BAC , in cui sia data 

V aja , l'angolo in B , ed il lato BC. 

aM* 

S’ indichi l’aja per M’, sarà AD = e P crc '^> 

AD aM’ 


BA = 


ed il rimanente lato AC , e 


sen.B BC sen.B 
gli altri angoli in A , C del triangolo proposto si po- 
tranno facilmente determinare. 

PROPOSIZIONE XXI. 

problema. 


Jlf. si. 104. Risolvere il triangolo BAC , in cui sieno dati 
rangola BAC , il lato opposto BC , e la perpendico- 
lare AD su di questo. 


S'indichi per A l’intero angolo BAC. E poiché 
AD _ AD . 

— , sarà per- 


_ AB srn.A 
sen.C = — r- , e 


ciò sen.C = 


BC ’ ~ scudi 
AD sen.A 


sen.(A-j-C) 

. AD sen.A 
; e quindi 


'BCsen.(A-fC) ’ ’ ’ ' BC 

— sen.( A-f-C ) sen.C ~ ^aCOS.A — '/»cos.( aC-|-A ) , il 
quale pareggiamento si ottiene per mezzo dell’ equazione 
IV. deln.°6l., col porre in questa ^=A-pC, e 6=C 

a AD sen.A 

Laonde sarà cos. ( aC-f-A ) = cos.A 
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Dalla quale equazione si ha 1 ' angolo aC-f-A , e quin- 
di il solo angolo C ; e finalmente 1 ’ altro B. 

PROPOSIZIONE XXII. 

raoaLEKA. 

io 5 . Risolvere il triangolo BAC in cui sia data lafit ■ "• 
base BC , V alletta AD , e la differenta degli angoli C, 

B alla base. 


Esprimasi , per facilitazione del calcolo, BC per 2 a, 

AD per b , BD — DC per %x , che perciò sarà BD = 
a-p-x , CD=a — x , e la tangente nota di C — B sia di- 
notata da p 

E poiché tang. C = Cj 5 == ~~ — * ’ * s ‘ m ^ _ * '*■ 


mente tang. B = •— =- 


• , sarà . . . 


tang. ( C- B ) = p = “- J a + J - =f- 

6 v t r #>» . 


1+ Tw 




dalla qual’ equazione sarà agevol cosa il rilevare il va- 
lore di x , e quindi quelli di BD , DC , per mezzo 
de 1 quali potrà poi completamente risolversi il propo- 
sto triangolo. 

106. Scol. Il procedimento per la soluzione sareb- 
be lo stesso , se , invece della differenza , fosse data la 
tomiua degli angoli C , B alla base. 
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ELEMENTI 


PRO POSIZIONE XXII!. 


PROBLEMA. 


/#•**• 107. Risolvere il triangolo BAC , dato V angolo 

BAC , la somma BA-\-AC de' lati che lo comprendono , 
c /a perpendicolare AD, che dal vertice di quell' angolo 
cade sul lato opposto AC. 


Pongasi BA-J-AC , BA — AC=a.r , clic per- 
ciò sarà espresso il lato AB da a-f-r , c 1 ’ altro AC 
da a — r : sia poi la AD espressa da b, e ’l coseno 
dell' angolo dato BAC da p ; sarà 


n , n ^ b AD /. 

cos.BAD =-=tt- = — -, ecos.CAD=- — , = 

BA u+x AC a— j 


onde clic sarà poi sen.BADxx— — (a-f-x)*— b' ^ 


e sen. CAD = VQ ( a — x )* — V ) > che perciò 

essendo cos. BAC = p , sarà 

p=zr=p-^=p V( (a'-x'y-*b\ a '+ X ')+V) ) 

cioè p ( a'— x* ) = V ( ( »*— ** )■—***( n'+x* )+i' ) 

Dalla qual' equazione ottenutosi il valore di x , si 
verrà ad aver quelli de' lati BA , AC , ed il proposto 
triangolo resterà risoluto» 

108. Scol. Nel modo stesso si sareblie risoluto il 
ProLlcma , se invece di BA -f- AC fosse stata data 
BA— AC. 
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Lib. a. 


SCOLIO GENERALE. 

log. Ne’ problemi precedenti tutte le volte che 
co' dati proposti non si trova determinata qualcheduna 
delle parti del triangolo , bisogna , che questa si cerchi 
cogli ovvj principj esposti nel Cap. il. del presente 
Libro, dopo di aver esibite quelle, che nel problema 
si trovano determinate ; essendo questo per que' casi , 
il mezzo più conveniente per rinvenirle. 
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ELEMENTI 

D I 

TRIGONOMETRIA. 


LIBROE 

DI' TRIANGOLI SFERICI. 


CAP. I. 

ocriKuiom , e Borioni ulilimihau. 


PROPOSIZIONE I. 

* B O > E H A. 

no. La comune teiione di un piano e di una ife- 
ra , i un cerchio. 

La sfera BFAE sia segata dal piano ABC , sul n. 
quale dal centro O della sfera si abbassi la perpen- 
dicolare OD ; e presi ovunque nel perimetro della se- 
zione ABC i punti B, C , si uniscano le OB , OC , 

DB , DC. E poiché la OD è perpendicolare al piano 
ABC , gli angoli in D saranno retti * ; e perciò i due M.J.XI. 

10 


Digitized by Google 



Lih. ì- 74 I l I K t f I I 

triangoli rettangoli ODB , ODC , arendo ugnali le 
loro ipotenuse OC , OB , ed il cateto OD comune , 
dovranno avere anche uguali gli altri cateti DB , DC. 
Laonde tutti i punti del perimetro della sezione ABC 
sono equidistanti dal punto D , eh' è dentro di tal 
sezione ; quindi essa sarà un cerchio , ed il punto D 
ne sarà il centro C.B.D. 

ni. Cor. 1 . Il centro di ogni cerchio , che rap- 
presenta la sezione fatta in una sfera da un piano , è 
duuque quel punto dove questo piano è incontrato 
dalla perpendicolare abbassatali dal centro della sfe- 
ra ; e di più il quadrato del raggio di questo cerchio 
è quanto la differenza de' quadrati del raggio della sfe- 
ra , e della distanza dal centro di essa da quello del- 
la sfera. 

1 la. Cor. i. Ciò posto è manifesto, che a mi- 
sura che si minorerà la distanza del centro di un di 
que* cerchi da quello della sfera , maggiore si farà il 
cerchio; e che questo diverrà il massimo , allorché il 
piano che sega la sfera passa per lo centro di questa : 
che perciò 

1 1 3 . Def. ì. Tutti que’ cerchi che hanno per 
centro quello della sfera si dicono massimi , e si chia- 
mano poi cerchi minori tutti gli altri. 

s a 4 - Cor. i. Per due punti della superfìcie di 
una sfera , che non sieno diametralmente opposti , non 
ri passa che un solo cerchio massimo ; poiché il pia- 
no di questo dovendo passare anche per lo centro 

della sfera , viene a passare per tre punti , non posti 
• ?. XI. in linea retta , e perciò è determinato *. 

1 1 5 . Cor. a. Di più due cerchi massimi inter- 
segandosi in una retta , che passa per lo centro co- 
mune di essi , e perciò é un diametro , debbono di- 

, ridersi scambievolmente per metà ; e le loro cir- 
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conferente si verranno ad interscgare alla distanza 
di i8o # . 

1 16. Def 11. Quel diametro della sfera , eh' i 
perpendicolare al piano di un circolo massimo , si di* 
ce suo asse : e gli estremi di un tal diametro ne sono 
i poli. 

Questi punti si dicono anche poli di tutti gli al- 
tri cerchi paralleli a quel circolo massimo. 

117. Cor. É chiaro dall' addotta definizione, che 
due cerchi massimi non possono avere un medesimo 
polo : poiché altrimenti la congiungente un tal polo 
col loro centro comune , sarebbe perpendicolare a due 
piani diversi. Di più , che se per gli poli di un circolo 
massimo ne passi un altro , gli archi di questo frappo- 
sti tra un de’ poli e la circonferenza del primo cerchio 
sieno di go°. 


k. 1.1 


PROPOSIZIONE II. 


T E O a E X A. 

■ 18. Il raggio di una sfera sta a quello di un di lei 
terchio minore , come il raggio trigonometrico al seno 
dell arco di cerchio massimo , ch'i tra la circonferenza 
del cerchio minore, ed il polo di esso. 

Sia ABC un cerchio, minore , il cui polo sia E ; fif.'zi. 
sarà il suo raggio DB seuo dell'arco BE* ; ma nel trian- • 
goto rettangolo BDO sta l' ipotenusa OB , cioè il rag- 
gio della sfera, a) cateto BD , come il raggio trìgono- 
metrico al seno dell’ angolo BOD *, o dell’ arco BE, * 71. 
Dunque ec. C.B.D. 

ng. Cor. Essendo i raggi di due cerchi come le 
loro circonferenze* e quindi come le Go“‘ parti di * 
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queste , cioè come i loro gradi ; ne segue , che : U 
grado di uri cerchio massimo sla a quello di un cer- 
chio minore , come il raggio trigonometrico al seno 
dell' arco di cerchio massimo , ch'è tra il cerchio mino- 
re , ed il suo polo. 

no. De/, in. L' angolo sferico è la scambievole 
inclinazione di due archi di due cerchi massimi sulla 
superficie di una sfera. 

1*1. Def. ìv. Triangolo sferico i poi quella por- 
zione di superficie sferica , eli' è terminata da tre archi 
di tre cerchi massimi. 

PROPOSIZIONE ITI. 

TEOREMA. 

1*1. Se in due cerchi disuguali si adatti una 
stessa corda ; t arco pià piccolo , che questa troncherà 
dal maggior cerchio , sarà minore dcW arco più piccolo , 
che la stessa taglierà dal cerchio minore. 

fil. *i. ’ Sieno ABK , ABU i due cerchi , ed AB la loro 
corda comune; e quindi A, B que’soli punti ne’qua- 

* io. III. li si potranno intersegare le loro circonferenze' . Or 

per gli loro centri F , G si tiri la retta EeHK , e si 
uniscano le BH, HA, BK, KA. Inoltre si tiri la AeL , 
e finalmente giungami le Be, BL. E poiché gli ango- 
li AeB , AKB fanno due retti , del pari che gli 

* aa.lO. altri ALB , AHB *; perciò quelli saranno uguali a 

questi. Ma 1 ' angolo AKB è minore dell' altro angolo 

* a». I. AHB* ; adunque 1 ’ altro angolo AeB dovrà esser mag- 

giore di ALB; c quindi il punto e dell’arco ArB 
dovrà cadere al di sotto dell'altro arco AEB, e lo 
stesso dimostrandosi per ogni altro punto dell’ arco 
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AeB , ne segue perciò, che l’ arco AEB dovrà esser 
maggiore dell'altro AeB. C.B.D. 

A L I T E R 


ia3. I due cerchi proposti AED , bEc si suppon- /f< a3. 
ga che si tocchino al di dentro iu E ; si tiri la retta 
EFG per gli loro centri , e s' intendano nell' uno , e 
nell' altro cerchio applicate le corde uguali BC , bc 
perpendicolarmente alla retta EFG : è chiaro che se 
il centro F del cerchio bEc si supponga scorrere sul- 
la retta FE , finché il punto K passi in H , cioè fin- 
ché la bc coincida colla BC , ed i punti b , c cadano 
sopra gli altri B, C $ in tal caso 1' arco bEc dovrà 
necessariamente comprendere 1' altro BEC , e quindi 
esserne maggiore. 

i*4. Cor. Adunque : t arco di cerchio massimo 
minore della semicir conferenza , rappresenta la minima 
distanza , sulla superficie della sfera , tra i due punti 
pe' quali esso passa. Perciò l'arco di cerchio massimo 
è la misura naturale , ed unica , anche perchè costante , 
di ogni distanza sferica j e quindi adoprausi esclusivamen- 
te archi di cerchi massimi per lati dc'triangoli sferici. 

i*5. Scol. Che l'arco circolare AEB sia maggiore 
dell'altro AeB, si rileva facilmente dal principio i.° sta- 
bilito ne' Teoremi di Archimede ; ed ecco in qual modo. 

Si tirino agli archi AEB , AcB le tangenti AY , fig. 3 ®. 
AX nel punto A dov' essi s' intersegauo , e poi si tiri 
la AZ , che divida comunque i' angolo YAX compre- 
so da quelle tangenti $ una tal retta non potrà inter- 
secare , che il solo arco esteriore AEB. Dal che chia- 
ramente risulta , che si possa inscrivere in questo 
un perimetro , che non abbia di comune coll' arco 
A«rB . che i soli estremi A , B. Ed è facile il vedere, 
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che si possa anche circonscriver sempre all'arco AeB un’al- 
tro perimetro di cui due lati sieno parti delle tangenti 
tirate per gli punti A , B , e che adatto non inlerse- 
ghi quel primo. Or è chiaro che essendo 1 ’ arco AEB 
maggiore del perimetro in esso inscritto , sia anche 
maggiore dell’ altro perimetro circonscritto all'arco AeB, 
e quindi di tal arco. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Jl{. 34. 126. Se in una sfera si tirino i tre cerchi mas- 

simi ri DB , AEB , AFB , i quali abbiano lo stesso 
diametro AB ; gli angoli sferici in A , o in B , che 
vengono formati dalle circonferenze di questi cerchi, 
saranno proporzionali agli archi DE , EF dell ’ altro 
cerchio massimo , che ha per asse la AB , e che sono 
posti tra le circonferenze di que' primi cerchi : cioè , 
sarà l' angolo DAE all' altro EAF , come i arco DE 
all'arco EF. 

Imperocché si prenda 1 ’ arco DC=DE , e 1 ’ altro 
FG=EF , c s’intendano descritti, per gli punti C, 
G gli altri cerchi massimi ACB , AGB : e chiaro , 
che se il punto C passi in D , il punto D passerà in 
E, e l'angolo sferico CAD combacerà coll’altro DAE; 
che perciò essi saranno uguali. E similmente l’ angolo 
GAF sari uguale all'altro FAE. Laonde l'angolo 
CAE, e l’arco CE saranno ugualmente mulliplici del- 
P angolo DAE , e dell’ arco DE ; come pure 1 ’ angolo 
EAG , e l' arco EG , saranno ugualmente mulliplici 
dell’ angolo EAF , e dell’ arco EF. Ma è poi vero 
che 1 ’ angolo CAE uguaglierà , sarà maggiore , 0 pur 
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minore dell’ angolo EAG , secondo che 1’ arco CE sa- 
rà uguale , maggiore, o minore dell'arco EG. Adunque 
dovrà stare 1’ angolo DAE all' angolo EAF , come V 
arco DE all'arco EF*. C.B.D. *d.5.V. 

lay. Cor. Gli archi DE , EF essendo proporzio- 
nali agli angoli sferici DAE , EAF , potranno pren- 
dersi per loro misura: che perciò l'angolo sferico DAE 
sarà di tanti gradi e minuti , quanti ne contiene l'arco 
DE. Ma dello stesso numero di gradi e minuti è pure 
T angolo DOE al centro del cerchio I1EK , il qual 
angolo misura l' inclinazione del circolo BEA al circo- 
lo BDA ; quindi : ogni angolo sferico è dello stesso nu- 
mero di gradi e minuti deir angolo tC inclinaxione de' 
piani de' cerchi , le circonferente de' quali comprendono 
f angolo sferico. Che perciò potrà sempre prendersi 
questo invece di quello. E siccome se lirinsi a' cerchi 
ADB , AEB le tangenti AL , AM nel punto A , 1' an- 
golo LAM è quanto 1* angolo DOE ; perciò anche l' 
angolo LAM compreso dalle tangenti i lati di un an- 
golo sferico DAE nel vertice di esso , ti può prendere 
per equivalente delV angolo sferico. 

n8. Scol. Essendo di 36o° l’ intera circonferenza 
HEK ; anche di 36o° dovranno essere tutti gli angoli 
sierici , che si verranno a formare in A da quanti 
cerchi massimi si vogliono. E cosi si potrà dimostrare , 
che : gli angoli sferici verticali sono uguali ; che : gli 
angoli sferici conseguenti sono uguali a due retti ; ed 
altre cose , che per brevità si tralasciano di qui rap- 
portare. 
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cap. n. 

Della »ato»a , * dilli nomiu' 

Di’ TAUKCOLI srmci. 


PROPOSIZIONE T. 

T I O t I M A. 

ng. Ogni lato di un triangolo sferico è minoro 
di i8o°. 

fg. j5. Imperocché sicno CD , DA due Iati di un ango- 
lo sferico ; è egli chiaro , che per terminare un tri- 
angolo sferico , debbano questi esser segati da un 
terzo arco AC , prima che si riuniscano di nuovo 
in B , alla distanza di i8o° dal punto D. Dunque ec. 

PROPOSIZIONE VI. 

i e o a x x A. 

i3o. La somma di due luti di un triangolo sferico 
i sempre maggiore del terzo. 

f t . sé. Sia ABC un triangolo sferico. Si compia il circo- 
lo ABD , e preso 1’ arco BE=BC , si tiri la corda EA 
la quale incontri in F il diametro BD , e si uniscano 
le FC , CA. Or se il cerchio BED s’ intenda rivolger- 
si intorno al suo diametro BD , finché il punto E 
coincida coll’ altro C , coinciderà la EF colla FC , e 
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si Tricohometria. 
gli sarà uguale : che perciò , siccome le CF , FA sono 
maggiori di CA , cosi sarà anche la EA maggiore della 
CA i e quindi I’ arco EBA , ossia CB-f BA , dovrà essgr 
maggiore dell'arco CA. C.B.D. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

1 3 1 . La somma de' tre lati di un triangolo sferico si. 
è sempre minore di 36o°. 

Sia il triangolo sferico ADC , i cui lati DA , DC si 
v prolunghino fino ad incontrarsi di nuovo in B : ed es- 

sendo AC minore di AB-J-BC, ed AB-f-BC = 36o° — 

AD — DC ; sarà AC minore di 36a° — AD DC. 

Laonde aggiuntovi di comune AD-f-DC , sarà AC+AD 
-f-DC minore di 36o°. C. B. D. 

i3a. Cor. Quindi si potrà sempre supporre , che 
un triangolo sferico sia la base di un angolo solido , 
che ha per vertice il centro della sfera cui si appar- 
tiene un tal triangolo sferico , ed i cui angoli sono 
misurati da' lati di questo *, * ai.XI. 


AI 
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PROPOSIZIONE VOI. 

TEOREMA. 

> 33 . Se in un triangolo sferico , preso per polo 
ciascun vertice de 1 suoi angoli , li descrivano tre ar- 
chi di cerchi massimi j questi incontrandosi formeran- 
no un altro triangolo sferico , i cui lati , e gli an- 
goli saranno supplementi degli angoli , e de' lati del 
proposto, 

to- S J- Parte I. Imperocché essendosi descritto col polo 
A l’ arco DE , è chiaro che il punto E sari distante 
per yo° dall' altro A ; ma col polo B si è descritto 
l' altro arco FE , che perciò lo stesso punto E , è an- 
dar a 90° di distanza da B : adunque il punto E sari 
polo dell' arco AB. E cosi pure si dimostra , che D sia 
polo di AC , ed F di BC. Ciò posto , si prolunghi 
1 ’ arco AB in G , e l’altro AC in H: e poiché GE=go* 
= DII , sarà GE + DH = i8o° = DH -f HE + GH 
= DE -)- GH. Ma GH è misura dell' angolo sferico 
* 1*7. A*. Dunque DE é supplemento di A. Ed iu simil gui- 
sa si dimostrerà essere DF supplemento di C , ed FE 
supplemento di B. 

Parte II. Si prolunghi GA in L , sarà GL mi- 
sura dell’ angolo E. Ma GA = t)0° = BL , c perciò 
GA -f- BL , cioè GL -|- AB = i8o°. Dunque 1 ’ angolo 
E è supplemento dell’arco AB. Ed in simil manierasi 
dimostrerà esser 1 ' angolo F supplemento di BC , e 1 ’ 
angolo D supplemento di AC. 

Adunque se in un triangolo sierico ec. C.B.D. 
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PROPOSIZIONE IX. 

I X O * I M A. 

>34. La somma de' Ire angoli di un triangolo 
sferico, i sempre maggiore di 180°, e minore di 54 o° ; 
cioè maggiore di due retti , e minore di sei. 

Parte I. Imperocché se la somma degli angoli di 
un triangolo sferico non è maggiore di 180" ; la somma 
de' lati del triangolo supplementale sari 36 o° , 0 anche 
di più. Lo che ripugna*. • ili. 

Parte II. Che se la somma degli angoli di un 
triangolo sferico potesse pareggiar 54 o° , cioè 6 retti ; 
o almeno un di essi dovrebbe esser maggiore di due 
retti , o ciascuno de' tre pareggiar due retti. E 1 ’ una 
cosa , e l' altra è impossibile ; poiché in tal caso 
di questa stessa grandezza dovrebbero aneli essere gli- 
angoli rettilinei , che rispettivamente gli pareggiano. 

1 35 . Cor. 1. Da ciò segue che: prolungandosi un 
de' lati di un triangolo sferico , F angolo esteriore i 
sempre minore de' due interiori , ed opposti. Poiché 
questi insieme col terzo angolo del triangolo fanno 
più di 180°; mentre quello insieme collo stesso terzo 
angolo sono uguali a 180°. 

1 36 . Cor. a. Che se un triangolo sferico ha un 
angolo retto , gli altri due possono essere o anche 
retti , o ottusi , o pure acuti ; ma in quest' ultimo caso 
ciascun di essi deve esser sempre maggiore di 4ù°. 

i 3 ~. Scol. La somma degli angoli di un triango- 
lo sferico potendo variare da 180° fino a 54 °° , ne 
segue , clic ne' triangoli sferici non avviene come ne' 
rettilinei , che dati due angoli è dato anche il ter- 
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io : che perciò i tre angoli di un triangolo sferico non 
formano due dati , come ne* rettilinei } ma tre distinti. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

> 38 . Due triangoli sferici che hanno i lati uguali 
r un V altro , e che sono nella stessa superficie sferica , 
hanno anche uguali gli angoli compresi da' lati uguali. 

Cas. i. Sieuo BAC , bac i triangoli sferici pro- 
posti ; e primieramente i lati uguali corrispomlansi alla 
stessa parte, cioè £A sia uguale a ha , CA a ca , e BC 
a he. Sia inoltre O il centro della sfera alla quale 
essi si appartengono ; e da questo punto s’ intendano 
condotti i raggi a’ vertici degli angoli de' proposti trian- 
goli. È chiaro che si verranno in tal modo a costi- 
tuire nel punto O due angoli solidi compresi ognu- 
no da tre angoli j uguali , T un 1’ altro , che per- 
ciò questi si potranno far combaciare $ ed allora ca- 
drà il punto a in A , c in C , b in B : quindi il 
triangolo sferico bac combaccrà coll' altro BAC $ e per- 
ciò gli sarà uguale. 

/' ■ 38. Cas. 2. Che se quo* lati uguali non si corrispondano , 
come si vede nella figura corrispondeute , ove il lato BC 
del triangolo BAC è da una parte, e l’uguale bc nell’altro 
triangolo bac è dall’altra , in tal caso è chiaro , come la 
figura stessa rappresenta , che i due triangoli sferici BAC , 
bac sieno propriamente quelli, che sottendono due an- 
goli solidi verticali posti al centro Odi una sfera. Or 
si vede , che il piano BAò.o s' inclina all’ altro BCòc 
sotto un angolo , eli' è uguale si a quello compreso 
dagli archi BA , BC , clic dagli altri ha , bc. Laonde 
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i due angoli sferici ABC, abc sono tra loro uguali. E simil- 
mente si dimostrerà, rhe sia l'angolo ACB uguale all' altro 
acb , e 1 ' angolo BAC uguale a bue. Dunque ec. C.B.D. 

139. Cor. Da questa proposizione se ne deriva 
r altra , che : Se due triangoli sferici , che sono nella 
stessa superficie sferica , hanno gli angoli uguali , 
i un F altro ; avranno anche uguali , F uno all' al- 
tro , i lati che sottendono questi angoli. Poiché aven- 
do i triangoli proposti uguali rispettivamente gli an- 
goli ; i loro supplcmentali avranno uguali rispettiva- 
mente i lati : quindi dovranno essere equiangoli ; 
e perciò i loro supplementali , cioè i proposti saranno 
equilateri tra loro. E ciò costituisce una differenza es- 
senziale de' triangoli sferici da' rettilinei. 


PROPOSIZIONE XI. 


TEOREMI. 

140. Due triangoli sferici , che sono sulla me- he- s*. 
desimi sfera , se hanno due lati uguali a due la- *’ 
ti, r un l'altro , e rangola compreso uguale all' angolo 
compreso-, avranno la base uguale alla base. 

Cas. 1. Sieno ABC , abc i triangoli sferici propo- 
sti , e sieno essi primieramente tali , che i lati uguali 
si corrispondano , in modo che sia BA = ha , BC = bc 
e 1 ’ angolo B = ò. Si congiuugauo le OA , OB . OC , 

Oa , Ob , Oc. E poiché l’angolo sferico ABC è ugua- 
le all' altro abc , i piani OBC , O bc si dovranno si- 
milmente inclinare agli altri AOB , aOA : clic perciò 
se l' un angolo solido si ponga dentro l' altro , essi 
do ranno cominciare : ed i punti A , C cadranno ne- 
gl altri a, c: adunque l'arco AC coinciderà coll'al- 
tro ac , e gli sarà uguale. 
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/({. s8. Cai. a. Clic se quei triangoli non sieno similmente 
"■ *' disposti , come gli dinota la figura corrispondente , allora 
congiunto anche il centro O della sfera , cui essi si appar- 
tengono, co’ punti A,B,C,a,A,c,« chiaro che essen- 
do gli archi BA , BO uguali agli altri ab , he , sien pure 
gli angoli AOB , BOC uguali agli altri aOb , bOc ; ma 
di più i piani AOB , aOb sono similmente inclinati agli 
altri COB , cOb ; poiché gli angoli ABC , abe si 
sono supposti uguali. Adunque è facite il vedere , 
che se pongasi il raggio BO in diretto coll’ altro O b , 
debba il raggio AO essere in diretto con Oa , e CO 
con Oc: che perciò gli angoli AOC, cOa saranno uguali ; 
• quindi anche gli archi AC , ac. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XII. 

t e o a e ss a. 

ì/ji. Se due triangoli sferici di una Siena sfe- 
ra , hanno un lato uguale ad un lato , e gli ango- 
li adjacenti a questi lati sono anche uguali ■, saran- 
no pure uguali i rimanenti lati , T un P altro , quelli , 
cioè , che sono opposti agli angoli uguali. 

Cas. i. Primieramente i proposti triangoli sfe- 
rici BAC , hoc , sieno disposti in modo , che si corri- 
spondano gli angoli uguali , talché essendo BA uguale a 
ha , sia l’angolo BAC ~ bac , e l’angolo ABC = abe ; 
é manifesto , eh’ essi si potranno far combaciare ; e 
perciò sarà vero ciò ohe si é qui sopra enunciato. 
fi- j8. Cas. a. Che se gli angoli uguali non si corrispon- 
dano ; allora é chiaro , che congiunti i vertici degli 
augoli di ciascuno de’ triangoli col centro O della sfe- 
ra ; se suppongasi che gli angoli uguali AOB , bOa 
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fieno verticali^ debbano , per l'uguaglianza degli an- 
goli sferici CBA , cba , i piani HOC , bOc esser si- 
milmente inclinati allo stesso piano A Bòa: clic perciò 
questi ne costituiranno un solo ; ed un solo piano costi- 
tuiranno , per la stessa ragione , i due altri piani COA , 
aOc. Adunque le CO, Oc rappresenteranno una sola 
linea retta j c quindi saranno uguali sì gli ardii BC , bc , 
che gli altri CA , ca. C.B.D. 

PROPOSIZIONE XIII. 


I,ib. 


TEOREMA. 

i4«. Gli angoli alla base di un triangolo sferico 
isoscele sono uguali tra loro. 

Ed un triangolo sferico , che ha due angoli u- 
guali y ha pure uguali i lati che oppongonsi ad essi. 

Parte i. Si divida per metà in D la base BC del Jtg . 
triangolo sferico ABC , e per questo punto , e per 
1* altro A si faccia passare V arco AD di cerchio mas- 
simo , è chiaro che i due triangoli sferici ABD , ACD, 
avendo i lati uguali , Y un T altro , debbano avere an- 
che uguali gli angoli in B , C , i quali sottendono gli 
uguali lati AC , AB. 

Parte o. Il triangolo sferico BAC , avendo ugua- /f. * 7 . 
li gli angoli in B , C ; il suo svpplementale DFE do- 
vrà avere uguali i lati EF , FD. Laonde anche gli an- 
goli in D , E saranno uguali; e per conseguenza uguali 
saranno pure i loro supplementi , cioè i lati AC , AB 
del triangolo sferico proposto. 

i43. Cor. Quindi: un triangolo sferico , eh' è equila- 
tero y dev' essere anch' equiangolo, ed al contrario: un 
triangolo sferico equiangolo sarà equilatero. 
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|4{. Cor. i. Di più , dalla dimostrazione della Par- 
te prima si rileva, che l'angolo ADB pareggi l'altro 
ADC ; cioè che: in un triangolo sferico isoscele , For- 
co dì cerchio massimo , che passa per lo vertice del 
triangolo , e per lo punto medio delta sua base , è per- 
pendicolare a questa. 

PROPOSIZIONE XiV. 
t e o a e » a. 

1 45. In ogni triangolo sferico t il maggior angolo 
è sotteso dal maggior lato , e il minore dal minore. 

Il maggior lato poi è sotteso dall' angolo maggiore 
ed il minore dal minore. 

Jfj. i5. Paute I. Sia ADC un triangolo sferico , in cui 1’ 
angolo C è maggiore dell' altro A ; c per mezzo dell’ 
arco Cd si supponga fatto l' angolo ACd uguale a quel- 
lo in A , sarà 1' arco Ad=Cd ; e quindi 1' arco AD , 
eh’ è quanto Ad-j-dD, sarà uguale a C.d-\-dD. Ma Cd 

* i3o. -f-dD è maggiore di CD*: dunque anche AD sarà mag- 

giore di CD. 

Parie li. Che se nel triangolo sferico ADC , il 
lato AD suppongasi maggiore dell’ altro CD ; l’ angolo 
C dovrà esser maggiore dell' altro A. Poiché nel raso 

* i<a. che gli si supponesse uguale , sarebbe l’arco AD=DC* ; 

e supponendosi l'angolo C maggiore dell'altro A, ne 
risulterebbe l'arco CD maggiore di AD. E 1' una , e 
1' altra cosa ripugna alla supposizione fatta. 

Adunque in ogni triangolo sferico ec. C.B.D. 


Digitized by Google 



ELEMENTI 


89 


V I 

TRIGONOMETRIA. 


L I B R O IV. 

PRINCIPI DI TRIGONOMETRIA SFERICA. 


CAP. I. 

P* I ROM GEKRRiLI m Li RISOLUZIONE 
de' TRIANGOLI SPERICI. 

1 46. Per brevità dinoteremo con A , B , C gli 
angoli di un triangolo sferico, indicando queste lettere, 
quelle che sono al vertice di essi, e cono, b , c espri- 
meremo que’ lati di un tal triangolo , che sono rispet- 
tivamente opposti a quelli angoli. 

1 47 - Def. 1. La Trigonometria Sferica dà le re- 
gole per risolvere su i triangoli sferici quello stes- 
so Pioblcma , che la Trigonometria Piana risolve su i 
triangoli rettilinei , cioè : Date tre di quelle che diconsi 
parti del triangolo sferico , non esclusi i tre angoli , de- 
terminare le tre parti che rimangono. 

■ 48 . Scol. Essendo sei le parti di un triangolo 
sferico, trigonometricamente considerato, delle quali 
in ogni quistione ne debbono esser date tre , non e- 

ta 
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tei usi i tre angoli ; ne segue , elle le combinazioni delle 
parti date a tre per volta , dovrebbero esser venti. Ma 
siccome in tali combinazioni alcune contengono la stes- 
sa specie di parti , esscndovcne sei nelle quali sono 
sempre dati due angoli , ed un lato opposto ad uno 
di essi ; sei altre in cui sono dati due lati , ed un 
angolo ad un di essi opposto ; e cosi pure tre in cui 
sono dati due angoli, ed un lato adjacente ; e tre al- 
tre in cui sono dati due lati , e 1' angolo compreso ; 
perciò le venti combinazioni suddette vengono ad esser 
comprese ne' sei casi seguenti , ne' quali resterà per 
conseguenza distinto il Problema generale sopra enun- 
ciato . 

1 °. Se sien dati i Ire Iati. 

11 °. O i tre angoli. 

111 °. Se sten dati due lati , e V angolo da etti com- 
preso. 

IV. O pure due angoli , ed il lato che gli i ad- 
iacente. 

V°. Se tien dati due lati , ed un angolo ad un di 
etti oppa tto. 

VI 0 . O pure due angoli, ed un lato appetto ad un 
di etti. 

Or tutte le regole per la risoluzione di questi 
casi possono dedursi da' tre seguenti Teoremi. 

PROPOSIZIONE L 

T I O S I U i. 

1 "(9. In ogni triangolo tferico i seni de' lati tono 
tome 1 seni degli angoli ad etti oppotli. 

fy, u. Si» CBA un triangolo sferico , ed i suoi lati CB , 
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CA , AB sicuo archi di cerchi inastimi di una sfera , 
il cui centro sia, S , e si uuiscano le CS , BS , AS. 

Ciò posto dal vertice di un qualsivoglia angolo C si 
tiri sul piano ad esso opposto ASB la perpendico- 
lare CO ; e poi da D su i lati SA , SB si calino le 
perpendicolari DE , DF , e si uniscano le CE , CF. 

E poichèil piano DEC è perpendicolare all' altro SAB* * •S-'Vt. 
ed SE , che esiste in questo piano è perpendicolare alla 
loro comune sezione DE ; sari perciò essa anche nor- 
male al piano CED * ; e quindi alla retta CE che 
giace in esso. Che perciò essendo le CE , ED per- 
pendicolari , nello stesso punto E , alla comune sezio- 
ne SA de’ piani SAC , SAB in cui esse rispettivamen- 
te esistono ; f angolo CED dinoterà l' inclinazione di 
tali piani*. E similmente si dimostra, che l'angolo CFD *</.6.XI. 
sia quello d’ inclinazione del piano CSB all’ altro SBA. 
Laonde gli angoli CED , CFD , che rappresentano le 
inclinazioni di piani CSA, CSB, in cui esistono gli 
archi CA , CB, al piano ASB in cui è 1 ’ arco AB , si 
potranno prendere per gli angoli in A , e B del trian- 
lo sferico CAB*. 

Or poiché nel triangolo rettilineo CED rettangolo 
in D sta 


ia 7 . 


CE s CD :: R : sen. CED* 
e similmente nell' altro triangolo rettangolo DCF , sta 
CD : CF :: sen. CFD : R 
uri , per equaiità perturbata , 

CE : CF :: sen. CFD : sen. CED. 

Ma CE , e CF sono rispettivamente i seni degli archi 
CA , CB , cioè b , a ; e gli angoli CFD , CED sono 
lo stesso che gli angoli in B ed in A del triango- 
lo sferico CAB. Adunque sarà 

sen. b : sen. a ss sen. B : sen. A 
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£ similmente si dimostrerà , che sia 

seti, a : sen. e :: scn. A : sen. C. 

Dalle quali due proporzioni si ricaverà finalmente 
per equalit.i ordinata , la terza. 

scu. b : sen. c :: scn. B : sen. C 
Laonde i seni de' lati di un triangolo sferico ec. 
C. B. D. 


i5o. Scol. Dalle tre precedenti proporzioni si ri- 
cavano le seguenti equazioni , cioè 

sen. b sen. A = srn.a sen. B 
sen. a scn. C = sen.c sen. A 
sen. b sen. C = sen.c sen. B 
Per mezzo delle quali si risolvono facilmente i ca- 
si enunciati ne' precedenti numeri V. , e VI. , come 
si vedrà qui appresso. 


PROPOSIZIONE II. 


T I o a 1 M A. 

»5t. Il coseno di un lato di un triangolo sferico, 
è uguale al prodotto de' coseni degli altri due lati , ag- 
giuntovi il prodotto de' seni di questi nel coseno delC anr 
gola da essi compreso. 

fi*. So. Si supponga fatto l'apparecchio stesso del prece 
dente Teorema , e poi dal punto E si tiri la EG. 
perpendicolare alla SB , e per D si tiri alla stessa SB 
la parallela DII. Ed essendo gli angoli GES , GSE 
uguali ad un retto, essi pareggeranno l'angolo SED , 
eh' è retto : laonde togliendone di comune l' ango- 
lo GES , resterà 1* angolo GSE , o BSA uguale ad 
UED. 
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Or nel triangolo EHP rettangolo in H , dev’ es- 
•ere HD=DE scu.DEHrrDE sen»BSA=DE sen.c j ed 
è poi DE=EC sen.ECl)=EC cos.DEC=scn.ò cos. A. 
Laonde sarà HO GF = sen. b sen. c cos. A. Ma 
SG=SE cos. ESG=SE cos. c ; ed SE=SC cos. ESC 
= 1 X cos. ò, , ( prendendo il raggio SC della sfera 
ABDC per raggio trigonometrico , c quindi = 1 ). A- 
d inique sarà SG = cos. b cos. c. Per lo die essendo 
SE = SG -f“ GF, sarà , sostituendo cos. a ad SF , e 
per SG, c GF o DH i loro rispettivi valori trigono- 
mètrici quassù ritrovati , 

cos.n == cos . b cos.c sen .b sen .c cos. A 

E poiché tal dimostrazione regge ugualmente per 
cos. a , che per cos. b y e per cos. c $ perciò , trasmu- 
tando nell* equazion precedente 1 * a in b , o in c : ed 
al contrario , I* A in B , o in C , se ne otterranno le 
altre due 

cos .b = cos. a cos.c -f- sen. a sen.c cos.B 
cos.c =: cos. 6 cos .a -}- sen .b sen. ti cos.C 
In generale il coseno di un Lito è uguale ec. C.B.D# 
i 5 a. Cor. 1. Se nella prima equazione di questo 
Teorema si sostituisca il valore di cos.c preso dalla 

». », u sen.n sen.C 

terza di esse, e 1 altro di sen.c = — die 

sen. A 

si ricava dalla seconda equazione dello Scolio prece- 
dente , ne risulterà 

eos.<j=cos.ò ( tos.òcos.a-f-sen.òscn.acos.C ) 

. „ cos. A 

4- sen. 6 sen. « sen. L X 

se 11 . A 

dalla quale prendendo il valore di C ° cioè di col. A 

sen. A 

sarà 


Lib. 4. 


cot.A 


cos.a( 1 — cos. A') — sen. b sen. aco*.b cos.C. 
seu.òscu.ascn.C 
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E ponendo in tal’ espressione sen.i* per ì — cos.6' , 

co». a cos.C 

col. a per , e cot.C per — — ; si arri 

r Sun. a r seu.C 

sen . b 

cot.A = cot.a rr — cos.o cot.C 

sen. Li 

E se in vece di eliminar dalla prima equazione cos.o , 
e sen.c , si fosso eliminato cos.6 , e sen. 6 ; si sarebbe 
trovalo ugualmente 

sen. c _ 

cot.A = cot.a or — cos.c cot.B. 

sen.D 

1 53. Cor. a. Eliminando similmente nella seconda 
equazione del Teorema cos.c , e sen.c, o pur cos.a , 
e sen. a , si otterrebbero i due valori di cot.B analo- 
ghi a' poc' anzi rinvenuti per cot.A. ; e nel modo stesso 
coll'eliminazione di cos-a , e sen. a , o pur di cos.6. , 
e sen. b nella terza di esse, si otterrebbero due espres- 
sioni corrispondenti a cot.C , cioè si avranno le se- 
guenti quattro forinole 

„ . sen. a 

cot.B = cot.6 jt — cos.o cot.C 

sen.L. 

« . 5cn - c 

cot.B ss cot.a j- — cos.c cot.A 

sen.A 

_ sen.ó 

cot.C = cot.c rr — cos.o cot.B 

sen.B 

sen. b 

cot.C = cot.c t — cos.o cot.A 

sen.A 

Ma tali formole di cot.B , e cot.C , come di leggieri 
si comprcde , e come lo mostra anche la semplice in- 
spezionc di esse , si possono facilmente ottenere per- 
mutando nelle due già avute per cot.A , l'A in B , o in C 
e r a in 6 , o in c. E noi in appresso tutte le volte , che' 
ottenutasi una formola per un caso , si cercassero le 
altre pe’ casi analoghi , ci limiteremo ad indicare il 
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semplice cambiamento di lettere , die dovrà farsi iu 
quella , per ottener queste. 

1 54- Scol. Siccome dato il seno di un arco è an- 
che dato il suo coseno ; cosi ciascuna delle tre equa- 
zioni del presente Teorema , la quale esprime il rap- 
porto , che v' è tra un lato di un triangolo sferico co- 
gli altri due , e coll’ angolo che essi comprendono , 
non contiene che solamente quattro grandezze indeter- 
minate ; e perciò è chiaro , che date tre di queste si 
potrà determinar la quarta. Cosi se sien dati nella 
prima equazione sen. b , sen.c , e cos. A , vale a dire 
due lati , e l’ angolo compreso ; si potrà determinare 
il terzo lato. £ se fossero dati i tre lati , e quindi 
cos.a, cos. 6 , cos .c , sen .b , sen.c, si potrebbero de- 
terminar gli angoli. Qui appresso faremo vedere , come 
per mezzo delle equazioni suddette, e di quelle de’ 
Coroll. si possano risolvere completamente tutti i casi 


contenuti ne’ num. I. e III. del 5- »4®. 


PROPOSIZIONE in. 


* TEOREMA. 

1 55. Il coseno di un angolo <* uguale al pro- 
dotto del coseno del lato opposto , ne' seni degli al- 
tri due angoli , toltone il prodotto de' coseni di questi. 

Dinotino A' , B' , <7 gli angoli del triangolo sup- 
plemcntale del proposto , ed a' , b' , c' , i lati di es- 
so sarà 

cos.a'= cos. b ' cos. c'-f- sen.i' seme' cos.A' *. • i5i. 

Ma cos.a'= — cos.A*; cos.é'=— cos.T) ; * 10 . 

cos. 7= — cos.C; scn.à'zm scn.B*; scn.c'=scn.C ; • , 1 . 
cos.A'= — cos.a. 
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Adunque fette queste sostituzioni , e poi multipli- 
eando per — 1 il mutamento , si avrà 

cos. A = co.s.a sen.B sen.C— cos.B cos.C 
E cambiando in quest' equazione una volta l'A in 
B , e 1" a in A , ed al contrario ; ed un altra volta 
1’ A in C , e f a in c , ed al contrario ; se ne otter- 
ranno le altre due analoghe per cos.B , e cos.C; cioè 
cos.B = cos. A sen.A sen.C — cos. A cos.C 
cos.C =z cos.c sen.B sen.A — cos.B cos. A 
i56. Cor. Se si facciano sull'equazione 

cos. A = cos. a sen.B sen.C — cos.B cos.C 

le stesse operazioni, che si sono fatte nel Coroll. 1 . 
del T covrala precedente si otterranno per cot.a le due 
seguenti espressioni , cioè 
sen.B 

cot. a = cot.A 4- cot.c cos.B 

scn. c 

sen.C 

cot.a = eot.A ■ . 4- cot.a cos.C 
, seu .A ' 

Nelle quali praticandovi lo stesso cambiamento di 

lettere poc' anzi indicato , se ne otterranno due altre 

analoghe per eot.A , e due altre per cot.c , che sono 

le seguenti , cioè 


eot.A = col. B 
eot.A = cot.B 


sen.A 
sen.C 
sen.C 
sen. a 


-f- cot.c cos-A 
-J- cot.a cos.C 


_ sen.B „ 

col. e = cot.C 1- cot.a cos.B 

sen. a 

cot e = cot.C . + eot.A cos. A 
sen. 0 

e questi valori di cot.o, cot.£ , cot.c, si sarebbero 
anche potuto ottenere, risolvendo, per rapporto a tali 
quantità, l’ equazioni ebe si sono ottenute ne’ numeri 
, c i53 , esprimenti i valori di eot.A , cot.B, cot.C. 


Digitized by Google 


DI TxieOHOMKTItli. 97 

1 57. Scol. Da ciascuna delle tre equazioni rinve- 
nute nel presente Teorema si rileva , che dandosi in 
un triangolo sferico due angoli , e '1 lato che gli è ad- 
iacente , si può determinare l'angolo opposto a que- 
sto. Cosi per esempio , nella prima di esse, dandosi 
sen.B, sen.C , e quindi cos.B , cos.C, e di più cos.o, 
si farii noto cos.A. £ dandosi i tre angoli , si potrà 
per mezzo di esse determinare ciascuno de' lati. Va- 
le a dire che da questo terzo Teorema restano risolu- 
ti gli altri casi compresi ne' num. II. e IV. del J. 148. 


il 


Lib. 4 . 
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CAP. II. 


1 


RlDOZIOKE PELLE rOEMOLE PRECEDESTI , PEL CIRO CU 
IL TMAHGOLO SFERICO ABBIA VU ASGOLO SETTO. 


1 58 . Le forinole semplicissime , che si sono ne 
precedenti numeri rinvenute , e per mezzo delle quali 
con faciltà risolvonsi i triangoli sferici , come qui ap- 
presso faremo vedere , restano agevolmente modifica- 
te nel caso , che il triangolo sferico abbia un ango- 
lo retto. 

fit- 3 >. Per ottener queste riduzioni si supponga , che il 
triangolo sferico ABC abbia retto 1 ' angolo in A ; e 
quindi che ne sia il lato a l' ipotenusa : egli è chia- 
ro che dovrà in questo caso esser sen. A = 1 , e 
cos.A = o. 

159. Ciò posto sostituendo 1 per sen. A , nelle 
prime due analogie recate in fine del n.“ 1 49 1 esse 
si ridurranno a queste altre 

sen .a : sen i :: 1 : sen.B 
sen. a : sen.c : sen.C 

Dalle' quali si rileva , che : In ogni triangolo sfe- 
rico rettangolo , il seno dell ipotenusa sta al seno di 
un lato , come il raggio al seno dell angolo opposto ad 
un tal lato. 

■ 60. Inoltre ponendo o per cos.A nella prima e- 
quazione del n.° 1 5 1 , questa si ridurrà a 
cos.a = cos.ò cos.c 
t quindi si rileverà essere 

1 : cos.ò ;; cos.c : cos.a 
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cioè : lì raggio ita al coseno di un lato , tome il 
conno dtir altro lato al colmo dell' ipotenusa. 

161. Or le due forinole esprimenti cos.B , e 
coi.C rinvenute nel numero i 55 . riduconsi nel presen- 
te caso a 

cos.B = cos.fr sen.C 
cos.C = cos.c sen.B 

• queste due equazioni danno le seguenti analo- 
gie , cioè 

1 : cos.fr :: sen.C : cos.B 
1 : cos.c :: sen.B : cos.C 


ciascuna delle quali indica , che : fi raggio ila al co- 
nno di un lato , come il tato dell angolo adjacenle 
al coseno dell'angolo opposto. 

181. Ponendo' cos. A = o nella prima equaxione 
del n.° 1 55 , essa di verri 


cos.a sen.B sen.C — cos.B cos.C 

che risoluta per rapporto a cos.a , di 

cos.B cos.C 

cos.a — rr X — ,, 

sen.B sen.C 


e quindi cos.a X tang.B = cot.C 

o pure cos.a X tang.C = cot.B 

le quali due equazioni si ottengono dividendo la pre- 
cedente , una volta per lo primo fattore del secondo 
membro di essa , ed un’ altra volta per lo secondo ; 
e poi praticando le ovvie riduzioni. Finalmente da 
tali equazioni se ne ricaveranno le seguenti due a- 
nalogle 

1 : cos.a :: tang.B : cot.C 

1 : cos.a :: tang.C : cot.B 

ciascuna delle quali di luogo al seguente Teorema : fi 
raggio sta al coseno dell' ipotenusa , come la tangente 
di un angolo alla cotangente dell' altro. 
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i 63 . Siccome essendo 1 ’ angolo A di 90*, il suo 
complemento é zero , cosi cot.A = o ; il qual valore 
sostituito nelle due espressioni di cot.a recate nel n.° 
i 56 , darà 

cot.a = cot.c cos.B 
cot.a = cot.A cos.C 


dalle quali duo equazioni si ricaveranno le seguenti 
analogie 

1 : cos.B :: cot.c : cot.a, cioè :: tenga: tang.c 
1 : cos.C :: cot.i : cot.a, cioè :: tang.a : tang.i 
Le quali c’ indicano , che : Il raggio sta al coseno di 
un angolo, come la tangente dell' ipotenusa a quella del 
lato adjacente ad un tal angolo. 

164. Finalmente ponendo sen.A = 1 , e cos.A = e 
in que' valori di col.b , e cot.c del numero i 56 , 
ne* quali si contengono le suddette linee trigonome- 
triche dell' angolo A , essi si ridurranno a' seguen- 
ti , cioè 


cot.i 

cot.c 


cot.B 
sen.c 
cot.C 
seu. b 


e quindi sari 

1 : sen.c :: cot.i : cot.B, o sia :: tang.B : tang.i 
1 : sen.i :: cot.c : cot.C, o sia :: tang.C : tang.c 
dalle quali due analogie si ha poi permutando 


1 : tang.B :: sen.c : tang.i 
1 : tang.C :: seu.i : tang.c 


cioè : Il raggio sta alla tangente di un angolo , come 
il seno del Iato adjacente ad esso alla tangente del lato 
che gli è opposto. 

> 65 . Cor. 1. Essendosi dimostrato nella prima 
analogìa del precedente numero, che stia 1 : tang.B:: 
sen.c: tang.i, siccome sen.c è sempre dello stesso se- 
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gno del pi-imo termine di questa proporzione , il qual 
rappresenta il seno massimo , cosi dorrà pure taog.B 
essere del segno stesso di tang.ò. C similmente rile- 
vandosi dalla seconda dì esse , che tang.C debba sem- 
pre essere del segno stesso di tang.c , se ne potrà con- 
chiudere , che : Ne' triangoli sferici rettangoli , ciascun 
lato i della stessa specie dell' angolo , che gli i oppo- 
sto-, cioè che il numero de' gradi per ciascun di essi è 
o minore di go°, o pur maggiore. 

166. Cer. a. Inoltre nella stess' analogia , essendo 
t >sen.c , dovrà essere anche tang.B >tang.è. Quindi se 

mai i segni di queste tangenti sieno positivi , cioè, che B, 
e b sieno archi ciascuno minore di 90° , sarà B > b ; 
se poi saranno negativi , e perciò B , e b ciascuno 
maggiore di 90°, sarà B < b. E verificandosi lo stesso 
per gli archi C , c ; sarà vero , che : Ne' triangoli sfe- 
rici rettangoli , ogni angolo obblitjuo non può mai es- 
ser minor se acuto , maggiore se ottuso , del lato che 
gli è opposto. 

167. Scol. Le formole di riduzione de’ numeri 
159, 160, 161, i6a, i 63 , 164 , che abbiamo espres- 
se anche in forma enunciativa , per renderle più rite- 
nevoli , ed anche per mostrare la loro corrispondenza 
co’ Teoremi di Trigonometria Sferica, che nelle ordi- 
narie istituzioni di questa scienza si propongono, sono 
sufficienti , come tra poco si vedrà , alla completa , e 
facile risoluzione de’ triangoli sferici rettangoli. 
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CAP. III. 


Applicazione de* principi stabiliti nel precedente ca- 
pitolo all’effettiva risoluzione de'tri angoli sferici. 


a <XM»Q [CCWìi-. 


168. Le parti di un triangolo sferico possono in 
modo combinarsi Ire a tre , come si è veduto nel nu- 
mero 148 , che ne risultino sei casi assolutamente di- 
versi , alla risoluiione de' quali sono sufficienti que' 
principi che dal J. 1 49 - in poi abbiamo stabiliti , co- 
me passeremo a mostrare ne’ seguenti $$- Intanto 
per serbare , per quanto si può , l' uniformiti di 
questo Trattato con quello di Trigonometria Rettili- 
nea , ed anche per proceder gradatamente , incomin- 
seremo dalla 

Risolbziohe db' tousgoi.1 stasici set-tìsgoli. 

fif- »<• >69- Se un triangolo sferico EAF avesse retti i 

due angoli sferici in E, F; dovrebbero i piani de’ cer- 
chi ADB , AFfi esser perpendicolari e quello del 
cerchio HEFK , al quale sarebbe per conseguenza anche 
perpendicolare la comune sezione BA di que’ primi 
cerchi. Laonde il punto A essendo il polo del cerchio 
HEFK, gli archi AE , AF , che sono que’ lati del 
triangolo sferico proposto , i quali sottendono i suoi 
due angoli retti , dovranno esser ciascuno di yo° : cd 
al contrario si vede chiaramente , che se i lati AE , 
AF del triangolo sferico EAF fossero ciascuno di go°, 
gli angoli ip E , F di tal triangolo . opposti a que’ la- 
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ti , dovrebbero esser retti. Adunque in un triangolo 
sferico , ebe ha due angoli retti , il valore de’ lati op- 
posti a questi si ha per la natura stessa di tal triangolo. 
Ma poiché di queste quattro cose date , due si han- 
no per immediata conseguenza dalle altre due ; perciò 
non sono in realtà che due soli dati , e quindi non 
si potrà da esse risolvere un tal triangolo , cioè de- 
terminare il rimanente angolo , ed il lato che gli 
è opposto ; tanto più , che come facilmente s' inten- 
de , questi dati possono appartenersi non solamen- 
te al triangolo EAF , ma ad ogni altro DAF , CAF , 
ec. , ne’ quali il rimanente angolo , ed il lato oppo- 
sto si variano continuamente. Quello che solamen- 
te si sa , è , che il terzo lato , ed il terzo angolo 
sono uguali tra loro , sicché dato l' uno si ha an- 
che l’ altro : che perciò se il terzo angolo EAF si 
fosse supposto anche retto, il lato EF sarebbe pu- 
re di 90®. Vale a dire , che un triangolo sferico , 
che ha tre angoli retti ha tutti i tre lati di 90® , e 
quindi resta da se stesso risoluto. Adunque non ci 
resta a considerare pel nostro oggetto , che solamen- 
te quei triangoli sferici rettangoli , che hanno un 
solo angolo retto ; il che eseguiremo nel seguente 
Problema. 
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PROPOSIZIONE IV 

raOBLEMA. 

170. In un triangolo sferico rettangolo , date 
due delle tue parti , oltre f angolo retto j determina- 
re le rimanenti. 


Caso i. 


Sien (iati i cateti CA , AB [ b , e ] , c si cerebino 
1' ipotenusa , e gli altri due angoli 

1 L’ ipotenusa BC [ a ] resteri determinata per 
mezzo dell' equazione 

cos.o = cos.é cos.c * 

dalla quale si farà noto cos.a , e l' arco a apparirà 
dalle Tavole. Se però cos.a risulti negativo , un tal ar- 
co sarà il supplemento di quello , che neHe Tavole si 
sarà rinvenuto*. 

a. 0 L' angoto B , e 1’ altro C si avranno poi me- 
diante le due seguenti equazioni analoghe , 1’ un l'al- 
tra , ricavate dalle due analoghe , anche tra loro , del 
n.° it>4. 


tang.B 


tang.A 

sen.c 


tang.C 


tang.c 

sen.4 


Caso n. 

Che se diasi un cateto AC [a] , c l’ipotcnusa BC f *]. 
e si cerchi l’altro cateto AB, e ciascun degli angoli B 
C alla base. 
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i.° Il cateto AB [ c ] resta determinato dall’ e- 
quazione 

cos.a . • i6«. 

cos.c — r 

cos.o 

».* L’ angolo ohbliquo C adjacente al lato dato 
resta determinato dall’ equazione 
- tane. 6 

f cos.C = » * «6». 

tang.a 

3.° E 1' altro angolo acuto B, che gli è opposto, 
si otterrà per mezzo dell' equazione 
sen.é 


sen.B — 

sen.a 

La specie dì un tal angolo non sarà dubbia, seb- 
bene espressa dal seno ; poiché è la stessa di quella 
del lato AC , ebe gli é opposto*. 

Caso in. 


li». 


• 166; 


E dandosi l' ipotenusa BC [ a ] , ed un degli an- 
goli obbliqui B. 

i.° Il lato AC [ b ] opposto a quest'angolo si ot- 
terrà per mezzo dell' equazione 

sen.i = sen.a sen.B * * >59- 

Né la specie di un tal lato sarà dubbia. 

i.° L’ altro lato AB [ c ] adjacente all’ angolo B 
resta determinato dall’ equazione 

tang.c = cos.B tang.a * * >*>• 

3.* Finalmente il rimanente angolo C vieti deter- 
minato dall’ equazione 

cot.C =z cos.a tang.B * * l6%! 


»4 
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Caio it. 

Che se diasi un lato AC [ 4 ] , ef ingoio C che 
gli è adjacente. 

i.° Si avrà l’ ipotenusa BC [o] per meno dell' 
equazione 

tane A 

• i63. tang.a = — Z- * 

coi. C 

a.» L’ altro cateto AB [ c ] si avrà dall' equa- 
zione 

• 164. tang.c = tang.C sen.4 * 

3.° Finalmente per avere il rimanente angolo B 
si dovrai far uso dell' equazione 

• 161. cos.B = sen.C cos.4 * 

Caso v. 


Se poi diansi il lato AC [ 4 ] , e 1’ angolo B che 
gli è opposto. 

i.° L' ipotenusa BC [0] si avri col fare 
sei». 4 
sen.a 

a.° L’ altro cateto AB [ e ] ai avrà per mezzo 
dell' equazione 

tang. b , 

• *«<• ,enc = 

3.° Ed il rimanente angolo C si otterrà dall’ e- 



f§. ìi. Questo caso è Jubbio ; poiché è chiaro , che pro- 
lungandosi i lati BC, BA del proposto triangolo sfe- 
rico , finché s' incontrino in D ; 1’ angolo B sarà ugua- 
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le all'altro D* che perciò gli «tessi dati si appar- • i,- 
tcrranno si al triangolo sferico BAC , che all' altro 
DAC. Laonde non si potrà mai venire in cognizione 
se 1' ipotenusa del triangolo che si risolve , sia 1' arco 
BC minore di un quadrante , o pur 1 ’ altro DC che 
n'é il supplemento: e similmente non potrà determi- 
narsi, se l'altro lato, e l’angolo ignoti sieno BA, 
c BOA , o pure i loro supplementi rispettivi DA , e 
DCA , a meno che le circostanze della quiatione non 
tolgano quest' incertezza. 


Caso vi. 


Finalmente se sien dati gli altri due ango- 
li B, C. 

i.° L’ ipotenusa BC [a J si avrà dall'equazione 
eot.C 

cos '° “ 5SP * ,8t - 

a.® Un de’ cateti AB [ c ] si rinverrà facendo , 
cos.C 

003.0 SS * 

sen.B ‘<‘3 

e l’ altro AC [ b ] con farsi similmente 
cos.B 


coi. 6 = 


sen.C 


Ed ecco risoluti tutti i casi de' triangoli sferici rettan- 
goli, C.B.F. 
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Risoluzione de' triangoli srentcì osbliqcancou. 
PROPOSIZIONE V. 
rioiiiii. 

171. In un triangolo sferico obbliquangolo , date 
tre delle sue parti ; determinare le rimanenti. 

Ceso i. 

fis 53. Sien dati in primo luogo i tre lati BC , CA , 
AB, [ a y b, c ] e si cerchino gli angoli A , B , C. 

• i55. 1/ equazione cos.a = cos .b co s.c •+• sen.£ sen.c cos.A * 

. , . cos . <7 — co«iAcos.c 

' dara .... cos.A = 

sen.6 seu.c 

Onde si avrà il coseno dell' angolo A ; e quindi que- 
st' angolo. E similmente si determineranno gli altri , 
risolvendo, cioè, le due altre equazioni del a.* i5i , 
per determinare cos.B , c cos.C. Ed è chiaro , che in 
questo caso non resti dubbio sulla specie di ciascuno 
degli angoli ; poiché essendo essi esibiti da’ coseni , la 
specie loro resterà fissata dal segno di questi. E 1» 
stesso può dirsi de' tre seguenti casi. 

Caso 11 . 

In secondo luogo sicno dati i tre angoli A, B, 
C , c si cerchino i lati BC , CA , AB , [a, b , c ]. 

Si avrà il lato BC [a] per mezzo dell'equazione 

• ,55. cos. A — len.B sen.C cos.a— cos.B cos.C’’ 

dalla quale si ricava 
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co». A + cos.B cos.C 

s.u.B sen.C 

£ per mezzo delle corrispondenti equazioni 

. cos.B 4- co*. A cos.C 

cos.A = 

sen.A sen.C 

cos.C -f- cos.B cos . A 

eos.c = 

sen.B sen.A 

si determineranno gli altri due lati AB, AC[A,c]. 


Caso 


Che se dicnsi due lati AC , AB [ A , c ] , e I' an- 
golo A da essi compreso ; si determinerà il terzo lato 
BC [ a ] , per mezzo dell' equazione 

cos.a =s cos.A cos.c-f-icn.A sen.c cos.A * * »5i. 

Ed il triangolo si terminerà di risolvere come nel Ca- 
so 1 . E se vogliausi ottenere i rimanenti angoli B, C 
senza prima determinare il lato BC [ a J ; si adopre- 
ranno le seguenti equazioni 


sen. c 

oot.B = cot.A — cos.c cot.A 

sen.A 


„ jru. v 

«ot.C = cot.c cos.A cot.A 

sen.A 


• 1SJ1 


Caso tv. 


E dandosi due angoli B , C , ed il lato BC [ a 
che gli è adjacente. Si avrà il terzo angolo A per 
mezzo dell' equazione 

cos.A=sen.B sen.C cos.a — cos.B cos.C * » ijs. 

E le rimanenti parti del triangolo si otterranno coma 
nel Caso a. Che se queste togliaasi indipendentemente 
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dalla determinazione dell' angolo A , bisognerà cercarle 
per mezzo dell' equazioni 


i5«. 


cot.4 — cot.B - - 11 ^ 4- cos.C cot.o 
sen. a 

„ sen.B 

eot.e ss cot.C 4- cos.B cot.o 

«Pn /» 1 


■ Se. 


Caso ▼. 

In quinto luogo le parti date del triangolo sieno 
i due lati AC , AB [ 4 , c ] , e 1’ angolo B opposto 
ad uno di essi. 

t.° Per aver l'angolo C, die sta opposto all'al- 
tro lato , bisognerà servirsi dell' equazione 
sen.B sen.c 


sen.C = ■ 


sen -4 


É chiaro, che in questo caso la specie dell'ango- 
lo C sarà dubbia : un tal angolo C sarà però sempre 
maggiore dell' altro B , nel caso che si sappia , che 
'4 5 - il lato c sia maggiore di 4 ; ed al contrario. * 

a.” 11 terzo lato CB [a] si avrà pareggiando tra 
loro i due valori di cot.A , che si sono ottenuti ncl- 
ii. ° i5a ; e determinando per mezzo di quest'equazio- 
ne il valore di cot.a. 

3.° Finalmente il rimanente angolo A, osi deter- 
minerà per mezzo del n.° >49? o pure se si voglia 
determinare indipendentemente dal lato BC [u] , biso- 
gnerà cercarlo maneggiando 1’ equazione che risulta dal 
paleggiamento de' valori di cot.o, ottenuti nel u.® i56. 

Caso vi. 


Sien dati finalmente due angoli B , C , e '1 lata 
AB [4] opposto ad un di essi. 


Digitized by Google 



01 TfttOOSOMITtlA. Ut X.iM. 

Per avere il lato AB [c] opposto all 1 altro angolo 
fi farà uso dell' equazione 


sen.S sen.C 
sen.B 


• i5o. 


Ed il terzo angolo A , ed il lato BC [c] , che 
gli è opposto , si potranno determinare come nel Ca- 
so precedente. Le parti del triangolo dimandate in que- 
sto caso , sono dubbie , come nel precedente. 

Adunque si è soddisfatto a quello che dimanda" 
vasi in questo Problema. C.B.F. 
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CAP. IV. 

Di alcuni triangoli sferici la eut risoluzione difende 

DA QUELLA de' TRIANGOLI SFERICI RETTANGOLI. 


PROPOSIZIONE VI. 

, PROBLEMA. 

17». Risolver» un triangolo sferico, quando irai * 
tre parti date di esso vi sia un lato di go®. 

Si* ABC un triangolo sferico , e BC il suo lato 
di 90°. E poiché descritto il triangolo supplementale 
DI E , 1 ' angolo F deve anche essere di 90° ; perciò 
questo triangolo supplementale sarà rettangolo : cd 
inoltre saranno date in un tal triangolo DEF quelle 
altre due sue parti, che sono i supplementi rispet- 

* 1 35 . ti vi delle parli date nel triangolo BAC*. Laonde il 

• 170. triangolo DFE potrà risolversi • : e determinate che 

si saranno le sue rimanenti parti , resteranno anche de- 
terminate le loro corrispondenti nel triangolo BAC , cioè 
quelle che ne sono i rispettivi' supplementi : che per- 
ciò si sarà risoluto il triangolo BAC. 

173. Scol. Il triangolo sferico ABC , che ha un 
lato di 90° da taluni Irigonomctri moderni suol chia- 
marsi rettilatero. 
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PROPOSIZIONE VU. 

rxoiLiMi. 

iy 4 - Risolvere un triangolo sferico isoscele. 

Abbia il triangolo sferico BAC i lati BA , AC M- ’»• 
ugnali , e dal vertice A si conduca al punto medio 
D del lato opposto BC 1* arco di cerchio massimo 
AD , il quale dividerà il triangolo BAC in due trian- 
goli rettangoli ; ed è chiaro , che la risoluzione del 
triangolo BAC si ridurrà a quella di uno di questi 
triangoli rettangoli. 

PROPOSIZIONE VIIL 
raoiLiMA. 

175. Risolvere un triangolo sferico in cui due lati 
sieno supplementi l'uno delT altro. 

Sia BAC il triangolo sferico proposto, in cui i fu- 14 . 
lati AB , AC sieno supplementi 1' uno dell' altro. Si 
prolunghi uno di questi due lati AB , finché s' incon- 
tri in D col terzo lato BC : sarà AD uguale ad AC , 
e quindi il triangolo CAD essendo isoscele si potrà 
risolvere come nel Problema precedente. Ma i tri- 
angoli BAC , ADC sono in modo connessi , che dal- 
le parti dell* un triangolo sono sempre determinabi- 
li quelle dell' altro ; giacché i lati AB , e BC dell' 
uno sono supplementi de' lati AD , DC dell' altro , 
il lato AC é comune , gli angoli in B , e D sono 
uguali , e gli angoli BAC , BCA sono supplementi de- 

1S 
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gli angoli DAC , DCA. Adunque la risoluzione del 
triangolo BAC dipende da quella del triangolo isosce- 
le ADC. 

176. Scol. É facile il vedere, che nel triangolo 
proposto ABC debba esser anche l'angolo ABC supple- 
mento dell'angolo BCA. Poiché essendo l’ angolo ACB 
supplemento dell’ altro ACD , lo sari anche dell' angolo 

• >4i. in D, eh’ è uguale all'angolo ACD"; e quindi dell'al- 

• isj, tro in B , eh’ è uguale a quello in D*. 
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CAP. V. 


RICMCIE CEOMtTlUCHe ISTORKO k' CASI DCIM USUA UM- 
LCZIOKE »*’ TRIANGOLI SPERICI. 


ijj . Le presenti ricerche hanno per oggetto il 
mostrare geometricamente , come possano aver luogo i 
casi dubbj de' quali si è detto ne' num. V. e VI della 
Prop. V. , o sia in qual modo si verifichi che cogli 
stessi dati , cioè due lati ed un angolo opposto ad un 
di essi , o due angoli ed un lato opposto , possa»»! 
costruire due triangoli sferici diversi : ed entreremo a 
tal proposito ad esaminare , per quali valori particolari 
de' lati la quistionc resti dubbia , e per quali altri non 
lo sia. Finalmente cercheremo di restringere per meno 
di alcune regole , al più eh' è possibile , la dubbici» 
di tali casi. 

178. SU l'angolo sferico BAC, i coi lati BA,/tf. 3 a» 
AC si prolunghino finché s’ incontrino in A': e suppone 
gasi primieramente l’ angolo in A , o il suo uguale 
m A' esser minore del retto , cioè minore di 90 
Inoltre prendasi l’ arco AB minore del quadrante , • 
dal punto B si abbassi sopra di ACA' 1 ’ arco perpendico- 
lare BD : egli è chiaro che prendendo , a destra ed a 
sinistra del punto D , gli archi uguali De , DC , gli 
archi di cerchi massimi Bc , e BC sieno anche uguali; 
ed inoltre che l’ angolo sferico BcA sia supplemento 
dell'altro BCA. Imperocché gli angoli BcA, BcA' so- 
no uguali a due retti , del pari che gli altri BCA , 

BCA', e di essi 1 ’ angolo BcC è uguale all' altro BCc ; 
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quindi dovrà il rimanente angolo BcA essere uguale al 
rimanente BCA' : che perciò l’ angolo BcA del pari 
che l'altro BCA' sarà supplemento dell'angolo BCA. 
Adunque essendo dati 1' angolo A , e gli archi , a , eh’ 
è il lato opposto a quell' angolo , e c eh’ è il lato 
adiacente , s’ ignorerà se si risolva il triangolo BAC , 
o pur 1' altro BAc. Ciò però ha un limite ; perchè se 
CB si faccia uguale a BA , diverrà un solo il triangolo 
da risolversi , e la sua risolutone rientrerà nel meto- 
do esposto al n.° 1^4* E divenendo CB > BA , 1’ ar- 
co BE uguale a BC dovrebbe incontrare 1' arco AC 
al di là del punto A : ond’ è che co' dati proposti non 
potrebbe ottenersi ebe il solo triangolo BAC , mentre 
l’ altro BAE non ba più per un de' datij’ angolo BAC , 
ma il suo supplemento BAE. 

E supponendo l’ arco AB' [c] maggiore di un 
quadrante , cioè di go° ; ed abbassando da B' sull' arco 
ACA' la perpendicolare B'D', si vede similmente , ebe 
per ogni due punti C', c' equidistanti da D 7 , e presi 
sull’ arco ACA' vi corrispondano archi uguali B'C' , 
BV ; e che gli angoli B'C'A , B'c'A sieno supple- 
menti 1' uno dell* altro : sicché essendo dati l' angolo 
in A , ed i lati B'C' [a] , e B'A [c] , la forinola che 
dà 1* angolo opposto al lato c ci lascerà nel dubbio 
se siasi ottenuto 1' angolo in C', o il suo supplemento 
in c'. Ciò non avverrà però se 1' arco B'C' si faccia 
uguale a B'A' , cioè quanto il supplemento di AB 7 : 
imperocché in tal caso non vi esiterà, che il solo triangolo 
B'AC' che possa costruirsi con que’ dati , e quindi il pro- 
blema sarà suscettivo di una sola soluzione .Nè tampoco vi 
sarà caso dubbio se B'C' divenghi maggiore di B'A' : 
poiché in questo caso l'arco B'E' uguale a B'C', ca- 
dendo col suo estremo E' al di là del punto A', non 
si potrà costruire più co’ dati del problema che il 
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solo triangolo sferico lì' AC'. Vale a dire che noli vi 
sarà caso dubbio se C'B'-J-B'A', cioè o-f-c sia uguale, 
o maggiore di AB'A', o sia di 180 0 . 

179. In secondo luogo suppongasi che 1 * angolo fif. 3 S. 
sferico in A sia ottuso , cioè maggiore di 90°. Si pro- 
lunghino similmente i lati AB , AC finché s' incontri- 
no in A', e supposto che AB sia minore di un qua- 
drante , dal punto B si abbassi sull' altro iato AC 
1 ’ arco perpendicolare BD , che cadrà dalla parte dell’ 
angolo conseguente del dato CAB. Ciò posto se si 
prendano a destra e sinistra del punto D , e nella cir- 
conferenza ACD , de' punti e, C equidistanti da D , 
è egli chiaro , che gli archi di cerchio massimo 
che passano per quelli punti presi , e per B sieno 
uguali. Ma allorché gli archi uguali DAC , DA'c sono 
tali che DA'c è maggiore di DA', il punto C e l'altro 
e vengono a cadere nella stessa circonferenza ACA', 
e gli archi BC , Bc vengono perciò a sottendere lo 
stesso angolo BAC dato. Laonde è chiaro, che in tal 
caso cogli stessi dati , cioè angolo BAC , lato c adia- 
cente , e lato opposto a si potranno costituire due 
triangoli sferici diversi ABC, ABc , ne' quali l’ango- 
lo ignoto ACB dell' uno , eh' è opposto al lato c , è il 
supplemento dell’angolo ignoto AcB dell'altro, eh' è 
opposto al lato stesso. Or perchè in tal caso l'arco Bc 
è più distante dall'arco perpendicolare BD, che l'altro 
BA' ; perciò quello sarà maggiore di questo , e quin- 
di AB-|-Bc , o AB-j-BC sarà maggiore di ABA' , 
cioè di 180° : che perciò si vede , che un triango- 
lo sferico , ove un angolo dato sia maggiore di 90° , 
il lato adjacente anche dato sia minore di 90° , e 
la somma di esso e del lato opposto eh' è pur da- 
to , sia maggiore di 180 0 , ha due soluzioni : e non 
sarebbe suscettivo che di una sola soluzione , se 
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la somma di tali lati fosse meno di i8o # , o pur 
180°. 

fif. ì-j. Che se 1 ' arco AB' si fosse supposto maggiore di 
90° : abbassando similmente dal punto B' sulla circon- 
ferenza AC'A' l’ arco perpendicolare B'D' , e pren- 
dendo a destra c sinistra del punto D', nella circonfe- 
renza stessa, gli archi uguali D'A'c', D'AC'; allora si 
verrebbero a costituire due triangoli sferici cogli stessi 
dati , quando i due punti C', c' cadrebbero nella stessa 
semicirconferenza AC'A'. Or in un tal caso ciascun 
degli archi B'C', B'c', come più distante dell' altro B'A 
dall' arco perpendicolare B'D', dovrà esser maggiore dì 
B'A ; vale a dire co’ dati stessi A , c , a il problema 
avrà due soluzioni se c < a , e ne avrebbe una sola ; 
se c > a , o c = a. 

180. E sarà facile il vedere che in ciascuno de* 
due casi esaminati , cioè di A < 90 0 , e di A > 90°, 
se 1 ' arco AB sia di 90° il problema avrà sempre due 
soluzioni , eccetto il caso che 1' arco a sia dello stesso 
numero di gradi e minuti che 1 ' angolo opposto A , nel 
qual caso il triangolo proposto è un solo , ed è birct- 
tangolo , né ha bisogno di risoluzione , essendovi tutto 
già noto. 

181. Finalmente se l' angolo A suppongasi di 
90° , è chiaro , che il problema non possa avere co’ 
dati A, c, a, che una sola soluzione, qualunque si 
supponga essere il valore particolare di c , e qualun- 
que il suo rapporto con a j il die coincide con ciò 
che si disse al n.° 3 . Cas. II., ed al n.° 1. Cas. UI. 

* >:°. della Prop. IV*. 

i8a. Dietro queste considerazioni si potrebbe sta- 
bilire una tavola per conoscere quando co' dati A, a, 
c, la specie del triangolo sferico Sia dubbia, e quando 
non Io sia: c da una tal tavola se nc potrebbe poi ri- 
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levare , per mezzo del triangolo supplcmentale , un'al- 
tra , per conoscere quando co' dati a , A , C la specie 
del triangolo i dubbia , e quando non lo è. Un tal 
espediente è stato di fatti proposto , per conoscere i 
casi effettivamente dubbj , da alcuni analisti Francesi 
seguendo il Bertrand , che il primo lo adottò ( Dive- 
loppement nouveau de la parile ilimenlaire de Math 4 maii- 
quei tom. a. tecl. f r . ) ; ma sarò meglio di qui recare 
a quest' oggetto le seguenti regole , le quali rendono 
tal teorica assai più determinata, più breve t comoda 
per la memoria. 

183. I. L'angolo opposto al lato minore i acuto, 
se la somma de' lati dati 4 minore 180®. 

E al contrario : il lato opposto all' angolo mino- 
re è acuto , se la somma degli angoli dati 4 minore 
di i8o°. 

Il che si rileva chiaramente dalla Propos. XIV. 

Eib. 111. 

184. LI. V angolo opposto al lato maggiore 4 ot- 
tuso , se la somma de' lati dati sia maggiore di 180®. 

Ed al contrario. 

E ciò è una conseguenza manifesta della stessa 
proposizione. 

185. III. Quando la somma de' lati dati 4 uguale 
a 180°, anche la somma degli angoli opposti 4 uguale 
a i8o°. E al contrario. 

11 che ecco in qual modo si dimostra 

_ . , , cos.i — cos.a cos.c , . 

Poiché cos.Bscn.a= * , sostituendo in • 

sen.c 

quest' equazione il valore di cos.a preso dal numero 
>5« , e poi riducendo, col porre 1 — sen.* c per 
cos.*c * , si avrà * 35. 

cos.B sen.a = cos.i sen.c — cos.A sen.i cos.c 
e per simmetria dovrà parimente essere 
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cos.C sen.a ss cos.c sen.i — cos.A sen.c cos .4 
che perciò sommando queste due equazioni , e poi ri- 
ducendo il risultamento , col sostituire sen. ( 4-J-c ) in 
• 45. luogo di sen.i cos.c-j-cos.4 sen.c * » sarà 

M . . sen .a ( cos.B+cos.C ) = ( 1 — cos.A) sen.( 4-f-c ) 


• i5o. 


Ma è poi sen.B = 


sen. A sen.ò t 
sen .a 


a.C ss 


sen. A sen.c 


• quindi sen.u(scn.B-l-sen.C) ss sen. A (sen.ò+sen.c ) 
Laonde dividendo quest’equazione per l'altra M, 
si avrà 

sen.B-f-sen.C sen. A u scn.i+sen c 
cos.B-i-cos.ti 1 — co s.S sen.(4-fcj 

nella quale , se si sostituisca al primo membro 
B 4* 0 

‘CS. 1 X.tang. - ■■ — * , e pongasi in luogo ' del secondo 


membro 


* 5 9 • « 
66. XIII. 


cot. — X r ° S * • e5 “ *’ *>^ urTÌ *H’ *' tr * 

a cos. '/a 4 0 + c ) 

B+C . A w cos. */» ( 4 — c > 

Ung. — — = cot ' — X C os. >/a(i+c) 


Or siccome in quest’ ultima equazione cot. — , e 


cos. debbono essere sempre del segno stesso ; 

a 

si vede perciò chiaramente, che debbano anche risul- 
B+C 4+c . 

tar del segno stesso tang. — , e cos. — — cioè, 

che : la metà iella somma di due angoli di un triun- 
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gaio tferico , e la semisomma de' Usti ad essi opposti 
tono della medesima specie. Dii che chiaramente risulta 
la terza regola quassù enunciata. 

186. Dopo tutte queste ricerche , se la spe- 
cie del triangolo resterà dubbia per una delle sue 
parti , cioè che dati A, a , c non fi conosca la 
specie di C , o dati a , A , C non si sappia la 
specie di c , resterà anche dubbia la specie delle 
rimanenti parti del triangolo • come si rileva fa- 
cilmente. 


LA. 4. 


IH 
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CAP. VI. 


Regole neperiane , % loeo oso vantaggioso nella 

«ISOLDZIOHE OS' TRIANGOLI SFERICI. 


187. Nel principio del XVI.® secolo faustissimo 
per le matematiche , il barone Scortese Giovanni Ne- 
pero , il cui nome sarà immortale , fiochi si coltive- 
ranno le scienze esatte , per la sublime ed utilissima 
invenzione de' logaritmi , stabili anche alcuni nuovi 
metodi di risoluzione immaginati da lui , per render 
più semplice la pratica della Trigonometria sferica (*). 
Nè le nuove richerche analitiche fatte posteriormente 
da sommi Geometri moderni , nè 1 ' eleganza , e la fa- 
cilità che presentano per la risoluzione de' triangoli 
sferici le forinole Euleriane da noi rapportate , ed 
applicate a quest’ oggetto nelle Propp. IV. e V. del pre- 
sente Libro, possono farci tralasciare di qui recar le 
Regole Neperiaue. Questo si che noi non le esporremo 
nella maniera tenuta dal loro inventore ; ma le dedur- 
remo da principi stessi da noi stabiliti , ed in quel modo 
che ci è sembrato più convenevole. Che anzi è da av- 
vertirsi , che le nostre enunciazioni della seconda e 
terza regola pajono differenti da quella del Nepero , 
per esservisi da noi introdotto il doppio del logaritmo 
del raggio, come convenivasi fare, meulre nelle 'favole 
logaritmiche clic oggigiorno si hanno per le mani de’ 
calcolatori , il logaritmo del raggio pousi uguale a 


(') Veglili anche a «pilo proposito quanto è stalo detto nel 
Distorto FrcliuiiUeirc. 
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10,0000000 , e non già a zero , come il suppose il 
Nepero , prendendo effettivamente 1 ’ unità per raggio ; 
dal die nasceva che quel logaritmo non doveva comparire 
nel calcolo. 

188. Ed al proposito delia traduzione delle for- 
molo trigonometriche delle quali finora si è trattalo 
nelle due Trigonometrie , da algebriche in logaritmi- 
miche , convien avvertire , che v’ è bisogno io far que- 
sto passaggio della prudenza del calcolatore. Imperoc- 
ché siccome nel determinarle si è sempre supposto il 
raggio = 1 , sicché questo fattore , che in molte di 
esse implicitamente si contiene , non si ravvisa di fat- 
to ; e che , come si é già detto , il logaritmo del rag- 
gio nelle ordinarie Tavole de' seni , non più , alla ma- 
niera di Nepero, vien posto =z o , ma si bene a 10,0000000, 
cosi convenendo tenerne conto , bisognerà prima ap- 
parecchiarsi la forinola algebrica sulla quale si deve ope- 
rare per la risoluzione di un dato caso ; e la regola 
già nota a coloro che sono appena iniziali ne' prìncipi 
di Geometria analitica si è , d' introdurre in tal for- 
mola tante volte per moltiplicatore o divisore il rag- 
gio , quante volte bisogna , perché vi sia 1' omogenei- 
tà di dimensioni ne' termini di essa. Cosi , per esem- 
pio , a fin di usare della formula del $. 1 S 1. in 
logaritmi , bisognerebbe porla sotto quest' altra for- 
ma , cioè 

cosm R’ = cos.i. cos.c. R-f-sen.i sen.c cos.A 
rendendo ciascun termine di tre dimensioni , come Io 
era 1 ’ ultimo. Senza questa precauzione il risultamento 
del calcolo logarìtmico applicato ad una tal formoli 
sarebbe erroneo , e condurrebbe a conseguenze falla- 
cissime e paradosso. E taluno si potrebbe facilmente 
assicurare , che sia questa la vera forma di quell’ 
«pressione , e cosi di ogni altra , se ripigli il ragio- 
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namento che si è fatto nella Prop. II. Lih. IV. , per 
rinvenirla , supponendo il raggio espresso da R, i 
non da 1. 

189. Avvertite ijuesle cose, per 1 ' esatta applica- 
zione del calcolo logaritmo al maneggio delle forinole 
rinvenute per la risoluzione de’ triangoli sferici , é an- 
che necessario , prima di venire ad esporre la prima 
delle Pegole Neperiane , il definire alcune voci delle 
quali il Nepero si è servito. 

190. Dtf. n. Chiamausi parti circolari in un trian- 
golo sferico rettangolo i lati che comprendono 1' ango- 
lo retto , ed i complementi dell’ ipotenusa e di ciascuno 
degli angoli adjacenti ad essa. 

Cosi nel triangolo sferico BAC rettangolo in A si 
dicono parti circolari i lati CA , AB { b , c ] , ed i 
complementi di CB [a] , di B , e di C. 

191. Scol. Distinguonsi queste parti circolari, se- 
condo il Nepero , in tre specie , e chiamando media una 
di esse ad arbitrio, si chiameranno estreme adjacenti quel- 
le altre due , che sono adjacenti alla media prefissa ; ed 
estreme opposte quelle al contrario , che gli sono opposte 

Jt- Si. Cosi prendendo per parte media comp . B ; le estreme adja- 
centi saranno il lato AB [c], e conyi.BC (comp. a); 
e le estreme opposte comp. C, ed AC [A], Ed al con- 
trario prendendo per parte media comp. C , le estre- 
me adjacenti sarebbero AC [A], e comp . CB (comp.o); e 
le estreme opposte, comp.B, ed AB [c]. In a.° luogo 
prendendo per parte media comp. BC ( compì . a ) , 
le parti estreme adjacenti saranno comp.B , e comp . C ; 
ed AB , AC [ c , b ] le estreme opposte. In 3 .° luo- 
go presa per parte media il lato AB [c] , le estreme 
adjacenti saranno comp.B , ed AC [A] , ( poiché l’ an- 
golo retto in A non intercetta adiacenza , non essendo 
parte circolare ) ; e le estreme opposte sono comp.C , 
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e comp. BC ( comp. a ). E cosi pure prese per parte 
inedia il lato AC [è] , le estreme adiacenti saranno 
comp. C , ed AB [e]; e le estreme opposte comp.B, e 
comp. BC [ comp. a ]. 

iga. Intanto prima di passare ad esporre le Re- 
gole Neperiane delle quali si è detto avvertiremo , 
elle esse da noi si sono ridotte a cinque ; delle quali 
la prima , eh’ è distinta in due parti , comprende i 
sei Teoremi dimostrati dal numero i5g al >64- com- 
pendiati , e connessi insieme ; il che veramente non 
rende più semplice la risoluzione de' triangoli sferici 
rettangoli alla quale sono destinati i suddetti teoremi; 
rea bensì più facili a ritenevoli i principi ,u * quali 
essa è fondata : e le rimanenti quattro espongono 
in forinole logaritmiche i principi per la risoluiione 
de' triangoli sferici obbliquangoli ; e ciò gli rende 
assai più eleganti e facili a maneggiarsi nella pratica 
risoluzione di questi triangoli. 

REGOLA I. 

19 ). In un triangolo tfcrico rettangolo il teno di 
tiascuna parte media i uguale: l.° al prodotto delle 
tangenti delle parti adjacenti : a.® o al prodotto de'co~ 
ni delle parti estreme opposte. 

La verità di questa regola si rileverà facilmente 
coll’ assegnare in effetto le quantità indicate in essa , 
e col vederne l’ identicità co'principj dimostrati. In fatti 
secondo si è enunciato, preso comp.B per parte media, do- 
vrebbe essere , per la prima parte della presente regola , 
tang.c 

cos.B = tang.e X cot.o = ... , come si è rileva- 

tang.o 

to nel numero t63. : e por la seconda parte verrebbe 


Digitized by Google 



< t * M E » T I 


Lìk. 4- llG 

ad esser cos.B =s scn.C X co;. 6 , il else combina col 
numero 161. E sarà anche facile, prendendo per par- 
te inedia comp. BC , o pure un de' lati AB , AC , il 
ridurre le due formole della presente regola a quel- 
le esibite negli altri numeri 127, i»8, i 3 o , e i 3 a ; 
ficchi da ciò non solamente resterà stabilita una 
tal regola , ma si rileverà anche , eh' essa in se 
comprenda le formole tutte in que’ numeri rap- 
portate. 


LEMM A. 

If>4- È positivo il coseno della metà di due 
angoli di un' triangolo sferico meno il terso : ed i 
negativo F altro della metà de' tre angoli presi in- 
sieme. 


Pasti t. Sieno A , B , C gli angoli di un trian- 
golo sferico , i lati del suo triangolo supplementale sa- 

* > 33 . ranno 180 0 — A, 180 0 — B, 180 — C*; ed uno qualsi- 

voglia di essi 180 0 — A sarà minore di 3 60 — B — C, eh’ è 

* « 3 o. ] a somma degli altri due * , cioè B-J-C — A < >8o° e 


. b+c—a 

quindi < 90 


che perciò il seguo del co- 


* ao. seno di quest’ arco sarà positivo". 


Parte ii. Poiché 


A+B+C 


denota sempre un nu- 


mero di gradi maggiore di 90° , e minore di 270* ; 
è chiaro perciò , che il suo coseno debba esser nc- 
* a *> gativa * . 
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REGOLA II. 


ig5. In un triangolo sferico , preso per base un lato 
qualunque , una volta si aggiunga alla semibase la se- 
midifferenza de' lati , ed un' altra volta se ne sottrag- 
ga ; indi a' logaritmi de' seni di quella somma , e di 
questa differenza si aggiunga il doppio logaritmo del rag- 
gio , e tolgamene i logaritmi de' seni di ciascuno de' 
due lati : finalmente si divida per metà il residuo otte- 
nuto , e si avrà il logaritmo della metà dell angolo ver- 
ticale del triangolo sferico proposto. 


Denoti A un tal angolo, 4, c, sieno i lati eli e 
lo comprendono , ed a la base del triangolo sferico 
proposto ; dovrà essere 


a. log. sen. — —log. sen. 


a-f-4 — c 


4* log. sen. 


a+c— 4 


2 a a 

-4- a.iog.R — log.sen.b—log.sen.c 
Imperocché nell' equazione 
A 

n.sen. 1 — = i — cos.A * 
a 


58 . 


. , . cos.a — cos.A cos.c . . . 

si ponga per cos.A il suo valore — * e * i»«. 


poi si riduca , ne risulterà , 


sen.Aseu.c 


A cos.4 cos.c -A- sen. 4 sen. e —cos.a 

a. sen.* — 

2 sen. A seu.c 

cos. ( 4 — c ) — cos.a 
sen. 4. seu.c 

a 4-4 — c a-t-c — A 

a. sen. . sen. 


sen. 4 scn.c 

e dividendo per a , ed introducendo nel secondo 


48. 


'Ss.YlU. 
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membro per fattore il quadrato del raggio , che ri era 
taciuto , perchè uguale ad 1 , il che convien fare per 
render una tale equazione di pari dimensioni ne' due 
* membri sarà 


A 

a 


a+è — c a-i c — b 

— sen. — R' 


sen i sen. e 

Finalmente passando da’ numeri a' logaritmi si avrà 


a. log. sen. — - =: log. sen. 


o-J-i- 


-{-log. sen 


a-{-c — b 


+ a .log. R — log. sen.i — log. aen.e 
come nella presente regola si era enunciato. 

196. Scol. 1. Per mezzo di questa regola resta 
in pratica determinato agevolmente un qualunque an- 
golo di un triangolo sferico da’ tre lati di questo. Ed 
è chiaro , che nessun dubbio possa insorgere sulla spe- 
cie di tal angolo , quantunque la sua metà sia esibita 
dal seno ; poiché questa deve necessariamente esser 
minore di 90°. 

197. Scol. 11'. D Nepero nel Libro secondo della 
sua opera intitolala : Lagarithmorum canonie descriptio. 
Lugd. itiao , enuncia questa regola nel seguente mo- 
do : Trianguli sphaerici tatù» quodvii ( praecipue qua- 
dranti proximut ) prò boti ttaluas. Inde temidiffercn- 
tiam crurum et ad temibaiim addai , et a lemibasi tub- 
trahas ; proludi et residui logariihmos addai , hinc 
auferat aggregatum ex logarithmis crurum , reliqui bi- 
partiti logarilhmi arcum duplice s , et proveniet angulut 
verticali s , atque ita coeteri , tacendovi il doppio lo- 
garitmo del raggio , del quale noi abbiamo tenuto 

• i8j. conto, per la ragione detta di sopra'. Ed egli illu- 
stra una tal regola col seguente esempio , che noi 
dopo aver risoluto alla sua maniera , maneggeremo colle 
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ordinarie tavole logaritmiche , e secondo la regola da noi 
data , per far vedere la corrispondenza de' risulta* 
menti. 

Nel triangolo CAB sien dati i tre lati , cioè M- >*• 
a = 6 g° , che il Nepero prende per base, 6=47°* 
c ■= 34° » e si cerchi l’ angolo A. 

Prendasi la semid inerenza deiati, ch'é (b — c) = 6*. 

30', e questa si aggiunga , e si tolga separatamente dalla 
semibase , eh' è ’/i s = 34° • 3o', ne risulterà la somma 
4i°, c la differenza »8°. 

Ciò posto a log-.sen.4 ‘ 0 = 4 1 1 5o44 1 secondo Nepero 
si aggiunga log.se n.a 8 ° = 7061471 


risulterà per somma .... 11776519 


Poi log. scn.34 0 = 58ia6o6 

si sommi con log. sen. 47 0 = 3ia858o 


e la somma 8941186 

si sottragga dall’ altra po- 
co fa ottenuta , si avrà il 

residuo i83533o 

la cui metà 1417668 

sarà il logaritmo del seno della metà dell’ angolo ver- 
ticale A , il quale risulterà perciò , come determina il 
Nepero, di 6 o°. ia'.i4”. Laonde l’intero angolo A 
sarà di iao°. 14 ' . 49 ”- 

Or maneggiando la risoluzione dello stesso trian- 
golo secondo la nostra regola, e colle ordinarie Tavo- 


le , si ha 

log. sen. 41 0 = 9- 8169419 

log. sen,i 8 ° = 9. 671609Ì 

a log .l\ = io. 0000000 


Somma ,■ 39 . 48855u 

>7 
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Inoltre log.ien. 2 i 0 = 9. 7 56 1 7 

log. sen. 47 0 — 9 - 864 l »75 


Somma di essi = *9. 6116891 
Differenza di questa 
somma dalla poc' 
ausi trovata. . . . 19. 8768630 

Metà di essa... 9. 93843i5=/oj’.seo.6o*.u'. 

ni" ’/j , come dal calcolo di Nepero era già risaltato. 


REGOLA IH. 


198. Del coseno della semisomma de' tre angoli di 
un triangolo sferico , preso positivamente, (*) se ne 
prenda il logaritmo , al quale si aggiunga il loga- 
ritmo del coseno della metà di due di quegli an- 
goli meno il terzo, ed il doppio logaritmo del rag- 
gio , e poi se ne tolgano i logaritmi de' seni di que’ 
due medesimi angoli ; si avrà così il doppio logaritmo 
del seno dell a metà del lato , che sottende quel terzo 
angolo. 


Cioè dovrà essere 
a 

nlog. stu. — = log. 


A-fB-fC B+C — A 

:os. Hog’. sen. 


-f- » log. R — log.scn.B — log.se n.C 
Imperocché nell’ equazione 


58 . 


a.sen. a — ■ = 1 — eos.o *, 


(•) Siccome è negativo il tonno della aemiiomma de 1 tre angoli 
di un triangolo elenco ( $ 194, ) 4 perciò multerà positivo quando vico 
preso col seguo contrario. 
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li ponga 


m.À-fcot.B cob.C. . 


>3t 

in vece di cos.o *, sari 


sen.B.sen.C. 

cos.B coi. C— leu. B sen. C-f-cos.A 


s.ien.’ — = „ 

a sen.Bscn.C 

eos.(B-t-C)-j-ros. A * 

sen.B.sen.C. 

a.coi.</a(A- 4 -B 4 -C)co«. | /j(B 4 -ti — A) * 
sen.B sen. C 

* cancellando il a in ambo i membri , ed introducen- 
do nel secondo di essi il fattore R a , per renderlo di 
pari dimensioni al primo , e finalmente passando da' 
numeri a’ loro logaritmi , sari 

. a , A+B+C . . B+C— A 

a.iog.sen.— =log. — cos ! ! -\-log. cos. — 


’ 4 ». 


•Ss.YlI. 


-4- o.log.'R. — log, sen.B — log. sen.C 
la quale equazione cousentc con quello che nella pre- 
sente regola si è enunciato . 

199. Scol. E per messo di questa terza regola è 
chiaro , che si saprà il seno della metà di un lato di 
un triangolo sferico dati tre suoi angoli ; nè potrà es- 
servi dubbio sulla specie di questa metà , dovendo es- 
sa esser sempre minore di 90®. 


REGOLA nr. 


aoo. Al logaritmo della cotangente della metà dì 
un angolo di un triangolo sferico si aggiunga il loga- 
ritmo del coseno della semidifferenia de' lati , che gli 
sono adjacenti , e se ne tolga quello del coseno della se- 
misomma di questi ; si avrà il logaritmo della tangente 
della semisom/na de' rimanenti angoli. 

E si sarebbe avuto il logaritmo della tangente della 



i3a i t i « i i t i 

scmidiffcrenta di questi angoli tiessi, se <t logaritmi de' co- 
seni di quelle quantità si fossero sostituiti i logaritmi de' seni 
di esse. 

Si» , come nella Beg. II. , A quel primo angolo , 
• b , e i lati , clic lo comprendono , e quindi B , C I 
rimanenti angoli , sari , come nel n.* i85 fu ritrovato 

B4-C A cos.'Af b—c) 

tang. -±- = cot. 

Ove 4 d’ avvertirai, che dovendo essere sempre dello stesso 
segno ( come nel numero poc’ anzi detto fu dimostrato ) 
B+C b+c 

tang. , e cos. , si potranno i loro valori 

a a 

prender sempre positivamente ; che perciò passando 
nella poc' anzi recata equazione , da' numeri a' logarit- 
mi , ti avrà 

b+c 
- /.cos. — — 


. B+C A 

log. tang. • — = /.cot. — + /.cos. 

E poiché dallo stesso n.° t8S. si rileva, che sia 
sen.o (sen.B— sen.C ) =*en.A (sen.ò — scn.c) 
donde poi si ricava , per mezzo dello stesso passaggio 
indicato in quel numero , 1' equazione 

sen.B — sen.C sen. A sen.ò— sen.e 

-X- 


COS .B-J-COs.C 


cos. A 


seu.(ò-f-c) 

JJ ^ 

• 63. X. nella quale il primo membro è quanto tang. < iC q lt . 

àc 5 v iv condo pareggia cot. ^ v ,<irn ' '■■■ perciò sari anche 

«6 i.IV. i 66 a (é+t .) 

B — C , A ^.sen.'A (ò — e) 

tang = cot — X - 

a 2 sen. '/a (ò+c) 

nella quale equazione passando da’ numeri a' logaritmi 
di essi , si avrà 

b+c 


, . B—C . A , , b—c 

log. tang. = Lessi + t-sen. _ — 

a 2 a 


-l. seu.- 
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«33 tii*-?. 


E questa equazione logaritmica, e l'altra di sopra re- 
cata sono quelle della presente Regola. 

aoi. Scol. Con queste due equazioni, ritrovando 
semplicemente cinque logaritmi , è chiaro , che si ab- 
bia la tangente della semisomma, e della semid ineren- 
za di due angoli di un triangolo sferico , e quindi 
tali angoli , quando sia dato il terzo angolo , ed i la- 
ti che lo comprendono. E per mezzo di ciascuna di 
esse si potrebbe anche avere un angolo , dati i lati 
che lo comprendono , e 1 » somma , o la differenza de- 
gli altri due angoli ; poiché è manifesto , che in tal casu 
resta determinato log.cot. '/a A. 


REGOLA V. 


ao a. Al logaritmo della tangente della metà di un 
lato di un triangolo sferico si aggiunga il logaritmo 
del coseno della semidifferensa degli angoli ad esso ad - 
jacenli , e poi se ne tolga quello del coseno della 
semisomma di questi ; si otterrà il logaritmo della tan- 
gente della semisomma degli altri due lati. 

E si avrà il logaritmo della tangente della semi- 
differenza di que' due lati , se a' logaritmi de' coseni di 
quelle quantità si sostituiscano i logaritmi de' seni di esse. 


Dinotimi con A' , B' , C' gli angoli del triangolo 
supplc mentale del proposto , c per a' , b' , c i lati 
opposti ad essi : si rileverà , come nella dimostrazione 
della Regola precedente, che abbiano luogo tra le parli 
di questo triangolo le seguenti due equazioni 

. B'-fC' , A' cos.’Ub'—c') 

tane = col. — X — 

b a a cos.’/fb'+c') 

B'—C' , A'sen. <Ub'— c') 

tane - = col— X Ldz-. J 

a a sen . '/a(i> + e) 
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le quali colla sostituzione di i8o° — b , iRo* — e* 
i8o°— a, i8o° — B , i8o° — C in luogo di B', C/ 
A' , b' , } si riducono alle altre due 

fc-4-c . n 

tang ! =tang x 

a * 


eos.'/a(B — C) 
cos.«/ 4 (B-|-t:) 



a 



sen.'/jfB— C) 
sen.'/a(B-f-C) 


nella prima delle quali tang. — ^ * e cos. — Ì — possonsi 


sempre prendere positivamente. 

C passando iu ciascuna delle precedenti equazioni 
da' numeri a' logaritmi di essi , si avrà 


*>+c . . n , , B — C 

Zog’.tang. tang. — — 1. cos. — - 


b—c . a |. B— C B-4-C 

Jotf.tang. =Z.tang. — •+• i.sen. — l.scn. . 

* ° a a a a 

eh' è quanto nella presente Regola si è enunciato. 

ao3. Scoi . Laonde t per mezzo di questa regola , 
si potranno rinvenire i logaritmi delle tangenti della 
semìsomma , e della semidifferenza de* due lati di un 
triangolo sferico , se pur sicn dati il terzo lato , e gli 
angoli adjacenti ad esso ; dond’ è chiaro , che tali lati 
appariranno ad un tratto . Ed, è anche manifesto , 
che ciascuna di queste due ultime equazioni offra un 
lato qualunque di un triangolo sferico , dall* esser dati 
gli angoli ad esso adjacenti , e la semìsomma , o pur 
la scmidifTcrenza degli altri due lati ; poiché con que- 
sti dati si farà noto Zog\tang.*/ a a > e quindi a 
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SCOLIO GENERALE 

ao 4 Dagli Seolj delle quattro ultime precedenti 
regole si rilevi , che per mezzo di esse restano facil- 
mente e completamente risoluti i Casi 1. , u. , ni. , ìv. 
della Prop. ▼. n.° 160 : gli altri due v. , vi. , che com- 
prendono i casi dubbj , per la prima loro parte non 
hanno bisogno di altra formoli di risoluzione , oltre 
quella semplicissima che ne fu data al n.° 171 cas. v , 
e ti. Una volta però, die siasi nel Caso v. determina- 
to l' angolo ignoto , eh* i opposto all' altro angolo dato, 
si potri ottenere il terzo angolo , ed il terzo lato , 
per mezzo delle formole delle Regole IV. , e V. , 
nelle quali le ignote verranno ad essere tang. >/a A , e 
tang. i/ a a. 
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CAP. VII. 


Dilla valutazione della perpendicolare , e de' SEG- 
MENTI DELLA RASE NE’ TRIANGOLI SFERICI. 


PROPOSIZIONE IX. 

PROBLEMA. 

»o5. Dati i tre lati di un triangolo sferico ; deter- 
minare la perpendicolare sopra ciascuno di essi abbas- 
sala dall' angolo opposto . 

jfc. 38. Sieno a , b , c i Iati del triangolo sferico , e si 
cerchi 1' espressione della perpendicolare AD sul lato 

BC [«]. 

Nella dimostrazione della seconda Regola Nepe- 
riana si è ritrovato essere 

B w-r s en.'/i (b+Q — c) sen.'/a (fr-f-c — n) ~| 

a L sen.asen.c. -1 

• 58. e partendo dall'equazione a.cos.*>/aB= i+cos.B", con gli 

stessi passaggi fatti per ritrovar la precedente forino- 
la si sarebbe veduto essere 

~sen. '/s ( fl+fr-(-c) sen.'/i(a-f-c — b) 
sen.a scn.c 

• 46. Adunque sarà a.scu.*/-jB cos.*/aB = scn.B * — 
y^ fsc.'^(«-^fe-^-c)se.'A(«-^-/ , — r>e.'A(a4-c— ^Ìsr.i/.,ffe4-r — 

seu.a adì. c 

Ma sen.B=Ì^AI]L . Adunque sarà scii.AD. = 
seu.c 


,.1 = V\} 


% 
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y' - (s c.'f^a+b+c^e.'hja+b — c)se. '/,(a-f c — òlsc.'Affe+c — *0 ) 

sen.a 

espressione comodissima ad esser valutata per meno 
de' logaritmi 


SCOLIO. 

»o6. Ponendo a-4-6-f-c=a» , si vedrà come nello 
Scol. al $. 8g., che l'espressione precedente si riduce 
alla forma più semplice 

jv/Aen.i sen.(s— a) sen.(s— b) sen.(s — c)V 

sen. AD m v V ■ ■ i . ..... . ... 

sen.a 

E poiché la perpendicolare dipende similmente da 
tutti i lati del triangolo, qualunque sia quello su cui si 
supponga che cada ; sarà perciò facile il trasmutare la 
precedente espressione, nel caso che la perpendicolare 
cada sopra un qualunque altro de’ due lati. 

PROPOSIZIONE X. 


a. 


aoy. Cogli stesti doti del Problema precedente , fif.it. 
determinare i segmenti BD, DC prodotti dalla perpendi- 
colare AD nel lato su cui essa cade. 

Sulus. Essendo ne’ triangoli rettangoli sferici BAD , 

CAD 

i : cos.AD :: cos.BD : cos.BA * * i6». 

ed i : cos.AD :: cos.CD : cos.CA 
sarà cos.BD : cos.BA :: cos.CD : cos.CA " 
dalla qual proporzione sarà facile a rilevarne l'altra 

18 


ii. T. 
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cos.CD : cos.BD 4- cos.CD :: 
cos.CA : cos.BA + cos.CA 

os.CD cos.BA — cos.CA 

cos.BD 4 -cos.CD coj.BA4-cos.CA 
ossi» (') 

t.'/s (BD— CD) t. 'ABC = t.>/, (BÀ4-AC) t.*/a (BA— AC) 

e perciò 

t. tya (BD™CD)— t.’/a (BA4- AC)t. */a (BA— AC) cot . *]% BC 

cioè , la tang. della semidifferenxa de' segmenti prodotti 
eul lato a tara espressa ila 

tang. '/» ( c+b ) tang. '/a ( c — b ) cot. '/ a a 
Eli avendosi per tal modo la differenza de’ 
segmenti prodotti nel lato a , si verrò a cono- 
scere ciascuno di essi. E similmente per ogni altro 
lato. 

soB. Scol. 1. L’analogia rinvenuta nella soluzione 
del presente Problema cioè 

cos. BD : cos.BA :: cos. CD : cos.CA 
fa vedere che cos.BD sarò maggiore uguale o minore 
di cos.CD , secondochè sia cos.BA maggiore , uguale 
o minare di cos.CA ; che perciò si vede , che l' arco 
BD sarà maggiore , uguale o minore dell' arco DC , 
secondochè l' arco BA lo sarà dall’ altro CA. Vale a 
dire che : Il maggior segmento sarà sempre adjacente al 
lato maggiore , il minore al minore. 


lib. 4- j98 

cos.BD — 
cos.BA — 
e quindi 

cos.BD— c 


(*) 1! 11 piente passaggio si ottiene ricucendo le precedenti dur 
traziom per meno de' numeri Vili, del $. Gj. 
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109 . Scol. a. Allorché la perpendicolare AD cade 
fuori del triangolo , 1’ espressione lang. '/ a ( BD — CD ) 
resta di sua natura cambiata nell'altra tang.'/a ( BD-fCD ) 
senza che vi sia bisogno di nuova calcolazione ; 
ed in tal caso venendosi a determinare la somma 
de’ segmenti della base , della quale n’ è nota la 
differenza BC , si farà anche noto ciascun di essi 
DC , DB. 

PROPOSIZIONE XI. 


PROBLEMA. 


aio. Dati i tre angoli di un triangolo sferico fa. 38. 
trovar la perpendicolare sopra uno de' lati , per esem- 
pio , quella sul lato BC [uj. 


Dalla dimostrazione della Reg. HI. di Nepero, si ha 
^ — cos.'/i(A-4-B-4-C)cos. , /a(A-(-0— B) ~J 


san. A seu.C 


J 


ed inoltre rilevandosi dall' equazione acos. ‘ — s 1 -|- 


cos.i * , che debba essere *5*. 

coj _A y ^ cos. (A+B — C) cos.'/i(B-f-C — A) ' 


-] 


sen.A sen.C 

sarà, facendo gli stessi passaggi, che nel Problema an- 
tiprecedente , scn. AD = 

— c. 1 /s(*4-»-f-c)eo. , /,(A-f-B — c)co.'/i(a-J-c — t)co. 1 /a(a-f-c — A)^ 


seu. A 


E con una sostituzione analoga a quella dello Scol. del 
suddetto Problema, ponendo cioè A+B-pCzsaS , la 
precedente espressione di sen.AD si cambierà in que- 
st' altra 


» 



lih. 4. 1^0 

sen. AD 


EZ.EMCB1I 

aV— cos.Sc os.(S— C) cos.(S— B)cos.( S-— 
sen. À 

E sari poi facile il congegnare , dopo questa e- 
spressione , quelle altre che rappresentano le perpen- 
dicolari sugli altri due lati del proposto triangola 
sferico. 


A L I T E R 

fi. 3 g. ai 1. Sia EFG il triangolo supplementale del propo- 
sto ABC, e dall’ angolo E ch'é supplemento del lato BC 
su cui cade la perpendicolare AD s' intenda tirata nel 
lato opposto FG , cli’é supplemento dell’ angolo A , la 
perpendicolare EH , sari 

* >59. sen. AD = sen. AB sen.B* = sen G sen.EG = sen. EH 
Laonde avendo lo stesso seno l' arco AD , c 1 ' altro 
* 11. EH, dovranno esser l’uno supplemento dell'altro*: 
che perciò essendo dati i tre angoli del triangolo sfe- 
rico ABC , e quindi i lati del suo supplementale 
EFG ; se si determini in questo la perpendicolare 
EH , si avrà ]' altra AD corrispondente nel trian- 
golo dato ABC col prendere 1 ’ arco supplementale dell’ 
arco EH. 

aia. Cor. Dalla dimostrazione recata nel princi- 
pio del precedente Aliler si rileva che : la perpendico- 
lare in un triangolo sferico , è supplemento della perpen- 
dicolare nel triangolo supplementale di esso , abbassata 
nel lato opposto , da quell' angolo eh' è supplemento del 
lato tu cui cadeau la perpendicolare nel primo tri- 
angolo. 
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PROPOSIZIONE xn. 

PROBLEMA. 

ai 3 . Dati i tre angoli del triangolo sferico fig 38 . 
ABC , determinare i segmenti BAD , CAD di un 
angolo A prodotti dalla perpendicolare abbassata da 
esso sul lato opposto $ ed i segmenti BD , DC di que- 
sto lato. 

_ . _ , . _ cos. B COS. C _ . 

Solux. Essendo cos.ÀD = 5-771 = - — . - » 

*en. BAU scn.CAD 

cos. B cos. C . .. 

,iri 7^BÀB=.TrcÀi5 5 ' qumd,; 

cos.B : cos.C :: sen.BAD : scn.CAD 
dalla quale analogia si ha poi 

cos.B -1* cos.C : cos.B — cos.C :: 
scn BAD -f- sen.CAD : sen. BAD —scn.CAD 

cos.B — cos.C scn. BAD — scn.CAD 

cos.B-f-cos.C scn.BAD-j-scn.CAD 
la quale equazione ridotta per mezzo de' numeri v , si , vn 
ed vili del J. tìa. darà 

t.'/a (s+c) t.'/a (•— c)=cot.'/i (sad+CAd) t.'/aflAD— cad) 
e quindi 

t.'/a (BAD— CAD) = t.'/a A. t.'/a (B+C) t.'/a (B— C) 
che perciò risultando determinata la differenza de’seg- 
menti dell'angolo verticale, lo saranno per conseguen- 
za anche questi ; ed allora ne’ triangoli sferici rettan- 
goli BAD , CAD sarà facile il determinare gli archi 
ED, DC. 

?i{. Seul. 1. Dall' analogia ritrovata nel presente 
Problema , cioè 

cus.B : cos.C :: scn. BAD : sen.CAD 
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si rileva , che essendo cos.B > cos.C debba anche es- 
sere sen.BAD > sen.CAD. Or quando cos.B è mag- 
giore di cos.C , 1 ’ angolo B risulta minore dell' al- 
tro C ; e nel tempo stesso dovendo essere sen.BAD 
maggiore di sen.CAD , quell' angolo i maggiore di 
questo. Adunque si vede che: II segmento maggiore 
dell’ angolo verticale di un triangolo sferico corrisponde 
verso quella parte ove sta l' angolo alla base minore ; 
ed al contrario. 

ai 5 . Scol. Intorno alla soluzione di questo Pro- 
blema bisogna fare la stessa avvertenza che fu fatta per 
quella dell' antiprecedent* , al n.° 109. 
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CAP. Vili. 


Della misera della superficie , e del perimetro di 

LE TRIANGOLO SFERICO. 


PROPOSIZIONE XIII. 

FROIL EMi. 

116. Dati ì tre angoli di un triangolo sferico ap- 
partenente ad una sfera di un dato raggio ; determinare 
la superficie di quel triangolo. 

Sia il triangolo sferico dato ABC. Si compia dal- jj s 
1 ' uno de' suoi lati BC il circolo BCDE , e poi si pro- 
lunghino gli altri due lati BA , AC da una parte fino 
alla circonferenza di quel circolo in D , E , e dall' 
altra finché s’ incontrino in F. E poiché 1 ' arco EAC è 
di 180 0 del pari che l’altro ACF% sarà perciò l’arco • u5. 
EA uguale all’ altro CF ; e similmente si dimostra 1 ' 
arco DA uguale a BF. Ma è poi l’angolo sferico BFC 
uguale all'altro BAC*, e questo al suo verticale DAE*. * * J 7 - 
Laonde i due triangoli sferici BFC , DAE saranno 
tra loro uguali * , e quindi la porzione di superficie • ,^ a , 
sferica racchiusa tra i due semicerchi ABF , ACF , 
la qual dicesi ordinariamente fuso , sarà uguale alla 
somma de' due triangoli sferici ABC, EAD. Or sic- 
come il fuso ABFC è uguale al prodotto del diame- 
tro della sfera cioè di aR nell’ arco di cerchio massi- 
mo che misura 1 ’ inclinazione de’ due cerchi ACF , 

ABF da' quali è terminato , ridotto nelle unità del rag- 
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gio (') ; e clie un tal arco è dello stesso numero di 
gradi e minuti che l’ angolo sferico A del triangolo 
proposto; perciò sarà la somma de’ due triangoli sferici 
BAC , EAD=AXiR- Similmente siccome la somma de’ 
due triangoli sferici ACB , ADC compie il fuso BADC , 
perciò sarà BAC-f-ADC=BXaR ; e cosi pure si ve* 
d à esser BAC-|-EAB=:CX*R , mentre questi due ul- 
timi triangoli sferici formano il fuso CAEB. Laonde 
riunendo in una somma queste grandezze , ed in un' 
altra que’prodotti che gli sono rispettivamente uguali , 

sarà 3 BAC+EAB+DAC+EAD = (A+B+C) aR. Ma 
BAC+EAB-J-DAC-)-EAD forma, come si vede, la super- 
ficie dell' emisfero EBCDA , la quale adequa il pro- 
dotto 36 o°XR, o i8o°X»R, supposto che il primo fat- 
tore i8o° si riduca all’ unità del secondo. Adun- 
que sarà 

sBAC + 180” X aR = ( A -f B -+- C ) »R 
• quindi togliendone di immune iHo° X aR , e pren i 
dendo le metà de’ due residui , sarà 

BAC = { A + B-j-C — i8o* ) R. 

Vale a dire , che : la superficie di un triangolo sferico 
di una data sfera , è quanto f eccesso della somma de' 
suoi tre angoli su «8o° ridotto in parti del raggio della 
sfera , e multiplicato per questo. 


U *i. O W. B. Si può dimostrare come nella Prop. 4* del Lib. Ili: 
clic il fuso ADBE stia all* altro AEBF , come DS ad KF , dal che 
rilevandosi poi facilmente, che l' intera superficie sferica stia ad un 
suo fuse ADBE , come la circonferema 11KC all’arco DE , o come il pro- 
dotto di quella circonferenza nel diametro al prodotto del diametro stesso 
nell’ arco Db. , se ne dedurrà, che siccome quel primo prodotto pareg- 
gia la superficie della sfera , cosi il accendo debba uguagliare il fuso 

ÀpBfi. 
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117. Scol. Questa semplicissima esibizione della 
superfìcie di un triangolo sferico è dovuta al Wallis; 
ed essa ci mostra , clic : È la tinta la superficie di 
tutti i triangoli sferici di una sfera , ne' quali la 
somma degli angoli i la medesima. Ed essendo diverso 
queste somme , tali superficie sono proporzionali all'ec- 
cesso di esse somme sopra 180°. 

Il qual carattere di eguaglianza , e di rapporto de’ 
triangoli sferici é incomunicabile co' triangoli retti- 
linei. 


PROPOSIZIONE XIV. 

raOSLEKA. 

118. Determinare f aja di un triangolo sferico dati i 
suoi tre lati. 

Solus. Questo Pobiema si vede chiaramente elio 
ai potrebbe ridurre al precedente , quando da' tre Iati 
dati si passasse a determina» i tre angoli del trian- 
golo sferico. Siccome però non v’ ha bisogno de’ 
tre angoli, ma della loro somma per esibire l'aja 
di un triangolo sferico , cosi esso sarà più fàcilmen- 
te risoluto riducendolo al seguente: 

Dati i tre lati di un triangolo sferico , trovare li 
somma de' suoi angoli. 

Sien dati i tre lati a , b , e , opposti rispettiva- fif. ». 
te agli angoli A, B, C , e chiamisi aj la loro som- 
ma. E poiché cos. */j ( A+B+C) 

se cos.>/a (A-J.B) cos.'/aC— • sen.'/a (A-fB) sen.'/a C* 4». 

J .9 
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= ( co*. '/a A CO*. '/a B — sen.'/a A sen.'/a B ) co*. '/a C 
• 45 . — (sen.'/a A cos.'/a B -f- co*. '/a A sen.'/a B ) seu.'/a C* 
soslilucndo per *cn.‘/a A, co*. '/a A, sen.'/a B, co*. '/a B, 
sen.'/a C, cos.'/j C i loro rispettivi valori ne' lati del 
triangolo proposto ( la forma de' quali , pe' seni fu 
rinvenuta nella dimostratone della Regola II*. Nepe- 
riana , c pe' coseni si ottiene col metodo stesso ivi tenu- 
to , applicato all’ equazione 1 + cos.A=a.cos. —) e ri- 
ducendo col lostituire * per la scmisomma de' lati 
a , b , c , si avrà 

A4.B+C r. / ■"»■» «n.(s— a ) »«n s mb.( »— » ) 

a L V tcn .6 KO.c v sen a «en.c 

t / MD ( 1—b ) ien.( I — c ) t f icn (l— a) tcn(l — r) ~l _, icnl.f n (l— ■) 

* aca.ò mo.c ^ *cn .a *en.c I * tea. a tesi 

I* f ltn (1 b) ««!.(« c) , KP.I M.(l — &) 

1 V itn.fr icn.c ' wu.a ica.c * 

V icn » xn.(i — a) , nn.(>— a) xn.(i— c) ~~| / ien.(t— a) icd.(i— fr) 
ien.fr ten.c ’ len a kd.c J * leu e «n.fr 

V xn « scn.( t — a ) kh.( i—fr ) kd.( i — c ) p 

■ X I Ho. t — 

iea a sca.fr scn.c 

scn ( 1 — c ) — sen ( i-i ) — s«o.( s— a ) J . 

•6a.VI. Ma sen.s — sen.( 1 — c ) = a.sen. */a c co*.( t — '/a c )* sa 
a. sen.'/a c co». '/a (a+A) i e*en.(s — b) + *en.(i — o) = 
• 6a. V. a.sen. ( *— '/a ( "+* ) ) cos - 'A ( ® — * ) * = • • • 

a. sen.'/a c cos.'/a(® — i). Laonde sarà . ..... 

sen.s — se n. ( s — e ) — scn. ( s — b ) — sen. ( t — a ) 
— — a.sen. '/a c [ cos.'/a ( a — b ) — cos.'/a ( o+t ) ] 

• = a.sen.'/aC X a. sen. '/a b sen.'/a a*; e quindi 

A-t-B+C 4 sen.' 4 a sen.'/, A sen.'/ac . , 

co*. — - — £ V seu-s X 

a scn. a sono sen.c 

scn.(j — a) scn.(s — b) sen.( t — c) 

* >46. Che perdi essendo scn.a=asen.'/a o cos.'/a a *, e *i- 


Digitized by Google 


DI TaiGOItOMZTZIi. l 47 L». 4 . 

milmente riducendo sen.ù , ten.c, e poi facendo quest' 
ultima sostituzione nella forinola precedente , si avrà 

A-fB+C V se.s. se. (a— a) se.(s~ c) 

cos. 11 1 — ■ — 

a a.cos.'/ao cos.yaft cos.'/ac 

la qual forinola rinvenuta dal Cagnoli è assai più co- 
moda pel calcolo dell' altra che ne diede il de Gua per 
la soluzione del presente Problema. 

SCOLIO GENERALE. 

319. Siccome in ogni altro caso di tre parti data 
nel triangolo sferico , sempre si viene ad avere due 
angoli ed un lato , o due lati ed un angolo ; cosi de- 
terminandosi nel primo caso il terzo angolo , e nel 
secondo il terzo Iato , si risolverà il Problema della 
valutazione dell’ aja , riducendolo ad uno de' due pre- 
cedenti : che perciò ci asterremo dal qui recare 
per questi altri casi soluzioni dirette , tanto più che 
queste manoducono a forinole incogrue pel calcolo lo- 
garitmico. 

Il Signor Cagnoli nella sua dottissima Trigono- 
metria raccomanda , per 1' utilità di cui può essere nella 
descrizione de' Planisferi , che sia ripetuta e divulgata la 
regola del Signor de Gua per ridurre in settori circolari la 
superficie del triangolo sferico , la qual regola egli chia- 
ma meccanica determinaiione , quantunque in realtà non 
sia che una geometrica costruzione della forinola di so- 
pra recata* per 1' aja del triangolo sferico: ed una tal • 1( g. 
costruzione ottiensi nel seguente modo. 

Si descriva col centro O, e col raggio della sfera fi ( . 41. 
della cui superficie è parte un triangolo sferico, il cer- 
chio ACB ; e nella sua circonferenza si prendano , da un 
punto A , gli archi AC di 90 0 , ed ACB = '/a (A-pB-f-C), 

A , B , C dinotano gli angoli del triangolo sferico. 
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Finalmente >i giungano le OC , OB , sari il lettore 
COB = '/a ( A+B-f-C— i8o° ) X'/iR, cioè la quarta 
parte del propoato triangolo aferico. 

PROPOSIZIONE XV. 
raoix.su*. 

aao. Vati i tre angoli ài un triangolo sferico , de* 
terminare il perimetro di esso. 

Solux. Per risolvere il propoato Problema , che , 
come ai vede , è l'inverso di quello al quale si era ri- 
dotto il precedente , si prenda la foratola in quello 
trovata , dinotante il coseno della semisomma de’ tre 
«Dgoli ne' lati , ed essa si trasformi per mezzo del tri- 
angolo supplementale , si arri la seguente altra 

a-b^-l“ c co.S co.(S— -A) co.(S— B) co.(S— C) 

a a.sen.'/a A sen.'/a B aen.>ta C 

che soddisfa al presente Problema , e nella quale S 
rappresenta la semisomma degli angoli. 
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TRIGONOMETRIA. 


LIBRO V. 

¥SO DELLE FC'RMOLE TRIGONOMETRICHE NELLA 
SOLUZIONE DI TALUNI PROBLEMI GEOMETRICI. 


121. Allorché tra i dati di un Problema geometrico 
contengonsi quantità angolari , o pur che queste Jeri- 
vinsi nello svolgimento delle conseguenze che si fa 
per pervenirsi da que' dati a fissar l' equazione al 
Problema, supposto che esso algebricamente sì risolva , 
se mai la natura del Problema è tale che il quesito 
si riebiegga in valore , e non già geometricamen- 
te ; in tal caso la Trigonometria offre pronti mezzi 
per riuscire* Siccome però è vantaggioso il ricorrere 
alle forinole Trigonometriche nel ceunato caso, così è , 
per servirmi di una frase del Cartesio , un ficcalo 
in Geometria , contro del quale meritamente griderebbe 
Euclide , e tutta la Scuola Euclidea , se di esse si 
facesse uso , quando dell’ equazione al Problema se ne 
volesse una Geometrica composizione ; su di che som- 
mi Geometri moderni hajino posta si poca avvertenza 
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eh’ è ormai passalo in costume di frammischiare nelle 
geometriche soluzioni di que* Problemi , che mediante 
1* Algebra si maneggiano , ove occorrano triangoli dati 
di specie , forinole comprendenti seni e coseni , o al- 
tre lince trigonometriche , come se nulla ripugnasse 
alla severa Geometria l’ intrudere , nelle sue operazioni 
esatte , quantità approssimanti. Ciò non ostante si può 
anche in questi casi usar talvolta di esse con giudizio 
e con grandissimo vantaggio , senza derogare al rigore 
di un* esatta composizione geometrica del Problema , 
come nel seguente Libro faremo rilevare. 

Le ragioni (ìuora dette mi hanno determinato a 
trattare in questo Libro e nel scgucute di Applicazio- 
ne della Trigonometria a ricerche geometriche , stiman- 
do , ebe siccome da una parte non bisognava tralasciare 
di far conoscere l’ uso vantaggioso che di essa può 
farsi nella risoluzione de 1 Problemi , dall* altra doves- 
sero tali considerazioni a dirittura separarsi dall'or- 
dinaria Applicazione dell' Algebra alla Geometria , ove 
le equazioni de* Problemi convien che sieno geometri- 
camente costruite . Ed acciocché meglio s' intenda 
quanto Ilo fiuora accennato circa la distinzione dell* 
esibizione del quesito di taluni Problemi in valore, 
o geometrica costruzione , que' Problemi che tratterò 
nel presente Libro in riguardo alla prima specie di 
quesito , verranno anche recati nell* Applicazione del- 
]’ Algebra alla Geometria , che formerà il secondo 
volume del Corso di Analisi già altra volta da me 
promesso al Pubblico con un Manifesto , e che dopo 
del presente Trattato di Trigonometria mi preparo a 
dare alle stampe. Soggiugnerò inoltre , che il predente 
Libro forma come una oontinuazione de' due ultimi Capi- 
toli del Lihro II. c IV. del presente Trattato , avendo 
recati in quelli solamente un certo numero di que' 
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Problemi in cui i diti e il quesito alle immediate re- 
gole della risoluzione del triangolo gli rimettevano , 
sicché si potesse per risolverli fare anche a meno di 
ricorrere a simboli, e a maneggio di equazioni. 


Lib 


PROPOSIZIONE I. 


problema. 


ila. Esibire quel triangolo di cui sia data Vaja , il 
perimetro , ed uno degli angoli . 

Solui. L’ aja sia espressa da <x a , il perimetro da fa 
p , e T angolo dato sia B $ c suppongasi che per 1* c- 
sibizione del quesito del proposto Problema si voglia 
in prima determinare il lato AC , che si chiami x , op- 
posto a quell'angolo dato. Si abbassi da uno degli altri 
due angoli A la perpendicolare AD sul Iato opposto 
BC. E poiché nel triangolo ABC è dato 1' angolo in 
13 , e 1‘ aja , dovrà esser dato anche il rettangolo de* 

la* 

lati AB , BC , che verrà espresso da • 

seu. li 

Ed essendo AB-J-BC=/>— x , sarà AB*-4»iABxBC-l-BC’ 
=p*— ipx-f-x a s=p* — apx-f-AB'-f-BC*— aABxBC cos.B ; 
e quindi lAB X BC ( ì -J” cos.B ) = p % — ipx , 
cioè ponendo per aABxBC il valore poc' anzi tro- 
vato , sarà 

. /• i 4- cos.B v . . _ 

p a — 3 px 4 a * \ r , — J = 4 a * cot. */a B* 5$ 

r n sen.li ✓ 

, 1 b % . 

X = '/aP — cot. »/a B 

p 

E gli altri due lati si determineranno per mezzo del- 
le forinole esibite nella Prop. XVIII. del Lib. II. 



Lib 


|J* ELEMENTI 

n3. Scol. Nel risolvere il presente Problema si è 
preferito di determinar prima il lato AC opposto all* 
angolo dato , come aveva fatto il Cagnoli , nella sua 
Trigonometria j poiché per tal modo la soluzione rie- 
sce più facile , pervenendosi per la determinazione di 
tal lato od una equazione di i°. grado ; mentre vo- 
lendo esibire prima un de* lati adjacenti a quell* ango- 
lo , come ha fatto il Newton , 1' equazione al Proble- 
ma , per la determinazione di un di essi, sarebbe stata 
di grado , come intuitivamente si vede , dovendo 
tal’ equazione includere i valori dell’ un lato e dell* 
altro, mentre questi stanno similmente a tutte le con- 
dizioni del Problema. 

PROPOSIZIONE II. 

problema. 

fi fa. l»4* Esibire un triangolo ABC , in cui i tre lati AB , 
AC y CB y e la perpendicolare CD sieno in geometrica 
proporzione, 

Solut. È chiaro dall’enunciazione, che il trian- 
golo non sia cercato che di sola specie , che perciò la 
presente ricerca si riduca a determinare gli angoli. 
Per ottenere ciò, si abbassi dal punto A sul lato op- 
posto BC la perpendicolare Ac , e da c sulla BA l'altra 
perpendicolare cd. Ed essendo 

BA : Ac :: Bc : cd 

t BA : AC :: BC : CD 

• n.T. sarà BA : Ac :: BA : AC * 

che perciò l'angolo in C dovrà esser retto j cioè la A o 

k dovrà coincidere con la AC. 
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Ciò posto ita 

AB : AC !: i : cos.A * 

AC : CB :: 1 : tang.A* 
che perciò dovrò essere , per le condizioni del Pro- 
blema , 

i : cos.A :: t : tang.A 
sen.A 

e cos.A = tang.A ss r* 

cos A 

cioè cos.‘ A = sen.A 

o sia i — sen.‘ A = sen.A 

la quale equazione risoluta dà sen.A = — '/a-f- '/a V 5 
= cos.B ( si tralascia il segno — de) radicale , come 
conducente ad assurdo nella presente ’quiatione ) cioè 
sarà , trascurando i secondi , 1’ angolo A aa 38° io' , 
t l’altro B = 5i° 5o'. 

aaS. Scol. La soluzione qui esibita del proposto 
Problema dà luogo alla seguente geometrica composi- 
zione del medesimo. 

Sul diametro AB di un semicerchio ACB si elevi /?. {3. 
la perpendicolare BE uguale al raggio di tal cerchio , 
e congiunta la AE, se ue tagli la EF uguale al raggio 
stesso; e poi si applichi in quel semicerchio, dal punto 
B; la BC uguale alla AF , c giungasi la AC ; sarà ACB 
il triangolo cercato. 

Imperocché essendo AE* — EF* ss AB* ; sarà 
AB’ = (AE-+-EF) FA = (BA+AF) AF = (BA-fBC) BC 
= BAXBC-FBC* ss BAxBC-f-AB’ — AC*. Laonde sarà 
BAXBC=AC* ; e perciò BA : AC :: AC : BC , ed insie- 
me come BC ; CD *. • s. VI. 
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PROPOSIZIONE m. 

! i o > i i > i. 

fit- 44 - 116. Nel quadrilatero ABDC , cAe Aa gli angoli in 

B , C retti ; (iati i lofi AB , A C , e l' angolo A compreso 
da essi , determinare gli altri due lati CD , DB , e le 
diagonali AD , BC. 

Solux. Si prolunghino i lati AC, BD Bel quadrilatero 
finché s'incontrino in E, c pongasi AB = o, AC = 6 . 

E poiché sta AE : AB :: 1 ; cos.A, sari AE = — 

cos.A „ 

a 

e quindi CE = ,—b. E cosi pure, essendo 

cos. A ‘ 

BA : BE :: 1 : tang.A , sarà BE = a X tang.A. 

Or pc' triangoli simili ABE , DCE sta EB : BA : EC : CD 

cioè a X tang.A : a :: —6: CD. Adunque sari 

cos.A 

bah 


CD = t 

cos.A tang.A taug.A scn.A tang. A 
a—b cos.A 
sen.A 

E similmente, se si fossero prolungate le AB , CD sino ad 

. . , , , è — a cos.A 

incontrarsi , la BD dovrà risultare uguale a ; 

sen.A 

Si sono dunque ottenuti i valori de' lati BD, 
DC. Ed è poi pel triangolo BAC , la diagonale 
BC= V ( a‘+b‘ — lab cos.A ) ; e pel triangolo rettango- 
lo ACD 1 ’ altra diagonale AD = V ( AC’-f-CD* ) = 
,a — b cos.A,,’ ~\ \J ( n*-j-é* — aob cos.A ) 


Vf'+fS)’} 


sen.A 


Adunque si c interamente soddisfatto alle condizioni 
del proposto Problema. 
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PROPOSIZIONE IV. 


PROBLEMA. 

117. Dato Vangalo solido O di un parallepipedo fit- 4 *- 
qualunque , ed i tre lati OA , OP , OQ intorno ad esso ; 
determinare quel solido. 


Solui. Col centro O , e col raggio OA s ' intenda 
descritta una superfìcie sferica , e sia ABC quel trian- 
golo sferico di questa , che sottende 1' angolo solido 
proposto, che or trovasi al centro di essa, e del quale 
saranno dati i lati a , b , c , come dell' istesso numero di 
gradi c minuti degli angoli che essi rispettivamente sotten- 
dono. S' intenda abbassata da A sul piano opposto 
POQ la perpedicolare AE , e per questa , e pel centro 
O s'intenda tirato un piano che segnerà in quel triango- 
lo sferico 1 ' arco AD perpendicolare all’ altro CD , e 
si avrà 

aV sen -*- *cn.(s — o)sen.(s — b) sen.(« — e)* 


a. AD = 


seu.o 

e quindi , dinotando la OA con r , 


sarà AE = 


AO sen.AD , cioè 

ar sen.s. scn.(i 

AE = ■ 


506. 


r) sen.(s — b) sen.(s — c) 


scn. a 

Or il parallelogrammo costituito co' lati PO , OQ , 
e coll' angolo dato da essi compreso , ponendo PO 
= p , cd OQ = q , ha per espressione del suo valore 
pq. sen a. Adunque la solidità del proposto parallele- 
pipedo sarà espressa da 

*rpq V sen.s. sen.( s — a ) sen.('s — b) sen .( s — c) 

328. Scol. E da ciò risulta, che se nella pirami- Al- 4 ®* 
de triangolare AOQP sieno dati i tre lati AO , OP , 
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OQ intorno al dato angolo solido in O , la solidità di 
essa si avrà prendendo la sesta parte di quella del pa- 
rallelepipedo che si compirebbe col dato angolo soli- 
do O , e co’ lati OA , OP , OQ. E sarà poi faci- 
le il ridurre al caso precedente la valutazione del- 
la solidità di una piramide , dati tutti i sei lati di 
essa . 


PROPOSIZIONE V. 

raoiiEvi. 

A <7. aag. Con gli tiessi doli del Problema precedente ; 
determinare le diagonali di quel parallelepipedo. 

Soli ix. É chiaro che queste diagonali aieno quat- 
tro, due che sono quelle stesse del parallelogram- 
mo AOEF, che passa pc'lati AO, EF del paralle- 
lepipedo, e due altre che appartengono per diagonali 
all’ altro parallclogrmmo HPQG , che passa pe' lati PII , 
QG di tal solido. 

Or ecco in qual modo bisognerà condursi per deter- 
minarle. 

OE , =OP*+PE>-l-aOPxPEco.POQ=p , +v , -)-ap?co.a 

e quindi OE = V ( p'+q'+spq cos.a ). Ed è po i 

• ,7. cos.POE = ■ + OE — P Rt . P + 9 ">«•« 

al’OXOE \ (p 1 -hi' -{-tpq cos.a ) 

PE X scn.POQ a sai. a 

• ii. son.POE = — r . = , , * 

Oh. Vip ^.q’s^-opq cos.a ) 

Di più nell’ angolo solido O del parallelepipado pro- 
posto , conoscendosi i tre angoli piani in O , che lo 
comprendono, si potrà determinare l'inclinazione scam- 
bievole di que’ piani in cui essi esistono , col risolvere 
/(. 4S. il triangolo sferico ACB clic sottende quell’ angolo solido, 


Digitized by Google 



nlGOIIOMETILIA. 


u>. s. 

• ** 7 - 

• 1S1. 


lJ 7 

per determinarvi gli angoli da' lati* ; clic perciò sari 

_ cos. 6 — cos.a cos.c 

cos.B = — — * 

se n . a sen.c 

e quindi nell’altro triangolo sferico ABC”’ , che sot-.Aj.4j. 
tende l'altro angolo solido in O compreso dagli ango- 
li piani AOP , POC' inclinati tra loro nell' angolo 
dato B , si avrà 

cos ò' = cos.a' cos.c + sen.a' sen.c cos.B * * 1 S 1 . 

cioè , sostituendo per cos.a' e sen.a' i loro valori di sopra 
ritrovati , e poi riducendo , sarà 

. , . „„ P cos.c 4 -o cos .b 

cos.i = cos.AOE = — . - , 

V (/* +9 +»P9 tos.a) 

Finalmente nel triangolo AOE essendo 
AE* = AO’ + OE* + aAO X OE cos.AOE 


si avrà , fatte le conveniènti riduzioni 

KF.'=r' À -\-p l -\-q'-\-ipq cos. o+apr cos.c-f-aqr cos. 6 
E siccome il valore del quadrato dell’altra diagonale OF 
non si distingue da quello della già ottenuta, se non perché 
il coseno dell'angolo OAF supplemento dell'angolo AOE, 
è di segno contrario a quello di quest'angolo; perciò 
si avrà 

OF'=r'-f-/> , -t-<; , +a/>9 cos.a — ipr cos.c— cos . b 
Or per avere le altre due diagonali HQ , GP 
del parellelepipedo proposto , sarebbe bisogno di fare 
tutti gli stessi passaggi (inora fatti , valendosi però 
dell'angolo solido in P invece di quello in O; ed 
in quell'angolo solido, de’ tre angoli piani che lo com- 
prendono, i due HPO , OPE essendo i supplementi degli 
altri AOP, POQ (c, a), due de’ tre che comprendo- 
no 1' angolo solido in O , ( il terzo HPE è uguale al 
terzo AOQ ) ; debbono perciò aver quelli i coseni di 
contrario segno a' coseni di questi. Adunque si avranno 
le espressioni de' quadrati delle diagonali liQ , GP cam- 
biando rispettivamente nelle già ritrovate, per AE‘, FO* 
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i legni di cos.a , e cos.c ; e cosi facendo sarà 

HQ’=r s -}-/>*+/ — opq cos.a — opr cos. c-hic/r cos.fr 
PG — Ipq cos ,a-\-ipr cos.c — oqr cos.fr 
a3o. Scoi- Sommando insieme le espressioni ot- 
tenute nel precedente Problema per le quattro dia- 
gonali di un parallepipedo , si vedrà esser 

AE* + OF* + HQ* 4- CP’ = 4 ( r*+/>*. f 9 * ) 

cioè : la somma de' quadrati delle quattro diagonali di un 
parallelepipedo i il quadruplo della somma de' quadra- 
ti de' tre lati intorno ad un angolo solido del me- 
desimo. 
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TRIGONOMETRIA. • 


LIBRO VI. 

DELL'OSO CHE PUÒ' FARSI DELLE Ff'RMOLE TRIGONO- 
METRICHE NELLA SOLUZIONE ALGEBRICA DI TALUNI 
PROBLEMI, CHE DEBBONO POI ESSER GEOMETRICAMENTE 
COSTRUITE 


a3i. Le forinole Trigonometriche , principili! non 
tono allro , come si è tante volte veduto , che il risulta* 
mento di proporzioni geometriche nelle quali ti è espres- 
so un de' termini per mezzo degli altri tre ; esse dun- 
que in loro implicitamente comprendono quelle ana- 
logie donde sono derivate , e quindi possonsi utilmente 
impiegare nel risolvimento de' Problemi , in risparmio di 
proporzioni risultanti da triangoli dati di specie. E 
questi Problemi resteranno tuttavia suscettivi di una con- 
venevole geometrica composizione, purché o quelle for- 
inole, o analogie che esse dinotano , necessarie solamen- 
te allo sviluppo della catena de' dati per conseguenza, 
sva niscano da loro medesime nell' equazione finale al 
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Problema ; il che non di rado avviene , o pure ot- 
tenuta quella si sappiano esse maestrevolmente trasmu- 
tare ne’ convenevoli rapporti , che rappresentano. E 
noi 1' una e l' altra delle suddette cose dinoteremo 
meglio co' seguenti Problemi , de’ quali non ne abbia- 
mo mulliplicato il numero, per lasciar luogo a'giovaui 
di esercitarsi da loro medesimi. 

Avvertiremo intanto , che siccome l' eleganza nella 
soluzione de' Problemi , la qual consiste principalmente 
nella facilti della loro composizione , è la primaria qualità 
che i Geometri accorti vi richieggono ; cosi colui che si oc- 
cupa a risolverli deve sempre preferir que’ mezzi , nella 
multiplicità de' metodi che la Geometria e l’Analisi som- 
ministra , che sono più conducenti allo scopo suddetto. 
Che perciò non converrà usare le formole trigonometri- 
che per 1’ oggetto sopraindicato , se non quando effet- 
tivo vantaggio se ne ritragga in ottenerne l' equazio- 
ne : e debbono poi le trasformazioni da farsi, semai 
occorrano per renderla scevra di quantità trigono- 
metriche , esser semplici , e facili; sicché non si abbia, 
prima di giungere alla costruzione geometrica dell'equa- 
zione , a durar molti stenti , e molta fatica in renderla 
puramente algebrica. E potrà anche farsi uso di 
formole trigonometriche in dimostrar Teoremi , quan- 
do in quelle dimostrazioni vi sia necessario 1' uso 
de' triangoli simili , come in più luoghi del presente 
Trattato si i potuto vedere. 
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PROPOSIZIÓNE I. 

>10111X1. 

l3a. Vati i lati di un quadrilatero inscritto nel 
terchio ; determinare le diagonali. 

Solux. Sia ABCD quel quadrilatero , i cui lati A* i 3 - 
AB , BC , CD , DA dicami rispettivamente a, b , c , d . 

Si esprima inoltre con a la diagonale AC , e con 
y 1’ altra BD. 

Ed essendo nel triangolo ABC , x’=a'-}-A‘ — aaicos.B 

c'-Ld* — x‘ 

=e a’+i’+aai cos.D ; e cos.D = — * , sarà 


77 - 


x'zza'-\-b'-\-nab 


c'+d 1 


ocd 


> 


Donde si avrà 

( a» +A‘ ) ed + ( c'+d' ) ab >. 

cd -\-ab r 

E similmente si troverà essere 

( a^- fd* ) bc + ( à»4-c a ) ad v 
Ac -J- ad ) 

Le quali espressioni delle diagonali , sono , come 
ben si vede , scevre da grandezze trigonometriche , e 
geometricamente costruibili. 


= V( 

similmente 

* = V( 
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PROPOSIZIONE n. 


X A. 


a33. Dal e tre rette , ritrovare il raggio di quel 
eircolo in cui essendo esse successivamente adattale , ver- 
rebbero a sottendere una mesta c ir conferemo. 


A- <». Solux. Sia ABCD il circolo cercato, ed AB, BC ( 
CD dinotioi le date tre rette , adattate successivamente 
in esso per corde , sicché 1' arco ABCD sia una mez- 
za circonferenza , cioè i8o a . 

Si dinoti la corda AB per a , la BC per b , e la 
CD per e , ed il raggio ignoto DE per x. Inoltre si 
chiamino * , /J , y gli archi AB , BC , CD ; sari 


e C0S -'A «=V( • — ~ ) 


sen. '/a p ss — e cos.'/a fi= V 7 ( , — _ ) 

• finalmente sen. '/a y = • Or perchè i tre archi • , 


fi , Tf compiono 1 8o° ; perciò ciascun di essi è quanto 
i8o s meno la somma degli altri due. Adunque sari 
sen.'/a Y = sen.'/, (180 0 — (ss-f/J)^ 

*— ccs . (a+/3) —■ cos../ a * cos. 1 /^— -sen.'Aasen. 1 /^ 
e sostituendo per ciascuna delle quantità trigonometri- 
che contenute nella precedente equazione le loro cor- 
rispondenti espressioni simboliche di sopra ritro- 
vate , sari 



Dalla quale equazione , per mezzo delle ovvie riduzioni 
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■i (tri quella al proposto Problema, eh’ è la seguente 
** — '/< ( «*+** + «" ) — '/4 ohe 
come per altre rie aveva ottenuto anche il Newton (*). 

SCOLIO. 

*34- Le soluzioni de' due precedenti Problemi sono 
tratte dalla Trigonometria del Signor Cagnoli. 

PROPOSIZIONE IH. 

pboblemA- 

>35. Inclinare da un angolo A del quadrato ABCD Al- *•. 
la retta AFE in modo che la parte FE di està , che re- 
tta frapposta ira i lati dell' angolo C opposto ad A , sia 
uguale ad una retta data. 

Solut. Pongasi ABssa , FE — b , e tang.DAEszr , 

sarà perciò seg.DAE ss V(*+ x ‘) 

Or 1 : tang.A [*] :: AD [a] : DE — ax 
e perciò CE = ax — a. Ma è poi 

* 1 V ( i-h* 1 ) ts CE [ ax — a } : EF £i]. 

Adunque sarà 

bx ss ( a — ax ) V ( «+*’ ) 
e quadrando ambi i membri si avrà 

6* x’ ss a? — aa* x -f- ao‘ x* — aa" x* + a* x4 
Or se suppongaci le linee trigonometriche sopraindica- 
te prese per un raggio espresso da a , 1' equazione 


(•) Alidi. Baia. Sict. IY. Cip. L 
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proposta dovrà diventare uniforme ne' suoi termini 
coll’ introdurrai l ' a per moltiplicatore o divisore con- 
venevolmente ; ed essa prenderà perciò la seguente 
altra forma 

b % x* = a 4 — na 5 x-f-aa* x* — a ax* -f- x 4 
nella quale la x non rappresenta più la tangente tri- 
gonometrica della Tavole ; ma brusi la retta DE. 

a3G. Seul. L' equazione quassù ottenuta è identica 
a quella , che per altre vie ottenne 1’ Hopital (*) ; 
ed essa si abbasserà al secondo grado , aggiungendo 
a' x* ad ambo i membri , e poi estraendo da essi la 
radice quadrata , per messo della quale operazione 
li avrà 

x J — ax -\-a‘ = + x V( ) = + u 

ponendo a*-|-ò’=e‘. Sicché quell'equazione sarà il pro- 
dotto delle seguenti altre due 

x’ — ( a-f-c ) x -j- a* = o 
x* — ( a—c ) x a* = o 

ove la x non rappresenta più la Ungente trigonometri- 
ca di un angolo , ma effettivamente una rctU come la 
DE , subitochè il raggio trigonometrico si è cambia- 
to in questo caso nella quantità a , che rappresen- 
ta la AB. Ed avrà quindi luogo l’ istcssa composi- 
zione del Problema che diede l' Hopital nel luogo 
citato. 


(*) 5«ctioai Cenifues Ut. x. 
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PROPOSIZIONE IV. 

PXOILEMA. 

%iq. Dividere in tre parli uguali un dato angolo 
rettilineo o t arco che lo sottende. 

Solus. Essendo scn. 3^> = i.sen.i^ cos.$— scn.$ 

= 4 -cos.*? scn . y — se 11.0 
s 4 -sen.$(i — scn-'y) — scn . 9 
cd eseguendo la moltiplicazione , ed ordinando per rap- 
porto a scn. 9 , sari 

4-sen.’9 — 3. scn. $ -f- sen.3e = o 

Or ai dinoti per q la corda dell’ arco 3^ , e per 
x quella dell' arco 9 , le quali corde sono i doppi de’ 
seni rispettivi di essi archi , la precedente equazione 
si trasformerà nell’ altra tra esse corde 
i* — 3z -f- q — o 

eh’ è quella stessa che per mezzo di considerazioni di 
triangoli simili aveva ottenuta il Cartesio nel Libro 
IH. della sua Geometria. Ed essa geometricamente 
costruita darebbe la composizione del proposto Pro- 
blema. 

SCOLIO. 

a38. E qui non panni fuor di proposito , ritornando 
al Tcor. sulle corde dimostrato nel Lib. I." di far*Pr. VI. 
vedere , come senza nè meno ricorrere alle riduzioni 
fatte nella formola del seno dell’ arco triplo , si possa 
agevolmente ottenere 1’ equazione al proposto Problema 
o anche a quello universale di : Dividere un arco dato 
in qualunque numero di parti uguali. 


* 
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fi- 7. In falli ponendo la prima rorda AB=z e la sua 
«upplcmontale BH , che dovrebbe essere espressa da 
V ( 4~z* ) i dinotandola per brevità con y , si avrà 
per le corde AB, AC, AD, AE AF , AG, ec. che 
chiamerò I , Il , HI , IV , V , VI ec. la seguente 

TAVOLA 


corda — z 


II. 

= V 

III. 

= * (.y — » ) 

IV. 

= * ( y-v ) 

V. 

= *■( y — */+• ) 

VI. 

= * ( y- 4 r*+ 3 r ) 

VII. 

= * ( S-sy+ey-i ) 

Vili. 

ec. 

= * (y— ey+ioy— 4r 


E ponendo nell' espressione della terza corda che 
chiamerò q , V ( 4 — *’) invece di y , si otterrà di nuovo 
l’ equazione al precedente Problema , e cosi per le altre. 

339. La legge onde progrediscono le espressioni di 
sopra recate , ordinate rispetto alla y , i la seguente. 

1 .* I termini della formola di ciascuna di tali corde 
alternano pe’loro segni. 

a.® Gli esponenti della y van decrescendo del nu- 
mero a. 

3 .® I coefficienti de’ secondi termini delle suddette 
espressioni formano la progressione de' numeri naturali 
0,0, 1 , a, 3 , 4 , 5 > ec. I coefficienti de' terzi termi- 
mini sono i numeri triangolari di quest' altra serie 
0,0, o,o, i, 3 , 6, 10, ec- Quelli de' quarti ter- 
mini sono > numeri piramidali della serie o, o, o, o, 
o, 0,1, 4 > ec. e cosi in seguito. E potrà pure la forma 
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di ogni termine di ciascuna serie rilevarsi dal termine 
generale di cui essa è suscettiva , essendo riducibile 
a differenze costanti. £ finalmente la forinola generale 
della corda di un arco ebe sia il multiplice n di un al- 
tro , dalla quale dipende la divisione di un arco dato 
in un numero n di parti , sarà la seguente 

( «— 1 n — a »— 3 . (n — 3Yn — 4) " — 5 

' -r 

(„_ 4) (»— 5) («— 6) ^ — J + ce ^ 

E volendo inscrivere nel cerchio del raggio i un 
qualsivoglia poligono regolare , cioè volendo dividere 
la sua circonferenza a* nel numero n di parti ugua- 
li , basterà porre la precedente espressione generale 
uguale a zero ; poiché essa in questo caso divicn tale, 
dinotando la corda di una circonferenza di cerchio ; e 
colla solita sostituzione di V ( 4“** ) P er J s ‘ a,r * 
1' equazione dalla quale dipende la determinazione della 

Corda dell'arco — . 

n 

Ma chi desidera maggior estensione al presente 
argomento , legga la dotta Memoria del Signor Pergola 
inserita nel i.* Voi. degli Atti della nostra Reale Acca- 
demia delle Scienze , dalla quale abbiamo noi tratte la 
considerazioni recate in questo Scolio. 


Ut». 6. 
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LIBRO!. •• 


Alle Pao». VII. Vili. 

Crediamo di far cosa utile a' giovani recando qui 
1 ' ordinaria maniera de’ Trigonometri in dimostrare que- 
sti due Teoremi. 

Sieno BE , ER gli archi proposti, i etti tt-fy.iu 
ni sieno EH , RD , e CH , CD i coseni: sia poi 
RN il seno della loro somma , cioè dell' areo REB , 

PQ il seno della differenza di essi , cioè dell’ arco PB. 

Si compia la figura come si vede. Ed essendo 
simili i triangoli CEH , CDG , sta CE : EH :: CD : DG , 
cioè ( chiamando 9 e fi gli archi BE, ER, e dinotan- 
do per i il raggio CE ) 

t : sen. 9 :: cos. fi : DG = sen. 9 eos.fi. 

Similmente per gli altri triangoli simili RDF , CEH sta 
CE : CH :: RD : RF , cioè 1 : cos. 9 :: sen.fi : RF. E 
sarà quindi RF = sen.fi cos.9. Laonde la RN , cioè 
sen.( )t essendo — NF -f- FR , ossia a GD -J- FR, 
si avrà perciò 

sen.( 9 4- fi ) = sen. 9 cos .9 -f- sen.fi cos.9 

Inoltre per essere RD=DP, è anche RF=FS; che 
perciò PQ — DG — RF, darà 

scn.( 9 — 0 ) = sen. 9 cos.fi — seu.fi cos.9. 

Ritornando nuovamente agli stessi triangoli simili 

sa 
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considerati di sopra , si vedrà che pe’ triangoli simili 
ECH , DCG debba essere CE : CH :: CD : CG , cioè 
i : cos.$ :: cos. 8 : CG — cos. 9 cos. 8 
e che per gli altri triangoli simili CEH , RDF si abbia 
CE : EH :: RD : DF, cioè 1 : seD.$ :: sen.8 : DF 
— sen.<$> scn.8. Laonde CN, eh’ è uguale a CG — GN= 
CG — DF, sarà quanto cos.f cos.8 — sen.9 sen.8 , e CQ , 
eh’ è quanto CG-f-GQ , cioè CG-f-GN , per essere 
GQ=GN, siccome èPD=DR, sarà uguale a cos.^ cos. 8 
-(- sen.f seti. 8. Ma CN è lo stesso che cos.( ^+8 ) , e CQ 
è quanto cos.( 8 ). Laonde sarà 

co$. ( $-|-8 ) = cos.$ cos.8— sen.$ sen.8 
cos.( « — 8 ) = cos.$ cos.S+sen.^ sen.8 
E questa dimostrazione , col variar semplicemente 
la figura , si vedrà appartenere a due archi qualunque , 
purché peri si tenga conto de’ segni de* se* e coseni 
degli archi dati. 


Al Con. dilli Paor. IX. 


L’ espressione di tang. 3 f si otterrà nel seguente 
modo 

• Se. , tang.fr + tang.a? 3 .Ung.$ — tang.*? _ 

•Si. **“6- ♦ j — tang.^tang.a^ 1 — 3 .tang.’$ 

E similmente si otterrebbero le espressioni per 
tang. 4? > ec. 
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LIBRO H. 


Alla Prof. IV. 

1j enunciazione , e la dimostrazione di questa Pro- 
posizione convenir» che fossero generalmente fatte , e no* 
già in quel modo che trovasi ordinariamente praticato 
nelle istituzioni di Trigonometria» 

Alla Paor. X. so AL suo Scolio. 

I due risultamenti ottenuti ne' duo sopra notati 
luoghi , possono servir di esempio per ciò eh’ è stato 
detto ncll’Introduaione al Lib. VI. intorno all’ uso > eh© 
può farsi delle formolo trigonometriche per la soluzione 
di taluni problemi geometrici. 


LIBRO in. 


Alla Paor. III. 

Ciò che si dimostra in questa Proposizione , o suole 
assumersi senza prova , o pur dimostrar» con ragiona- 
menti analitici ' approssimanti e che ci avrebbero di 
più obbligato alla ricerca della serie clie rappresento 
l’arco nel seno ; il che da noi si voleva evitare. Abbiamo 
perciò tenuta Qn’ altra strada , clje ci è anche sembra- 
ta più geometrica e rigorosa. 
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Alla Pro». IV. 

/»• >4- E questa Proposizione si dimostra ordinariamen- 
te o col supporre che gli elementi delle tangenti 
AL , AM prossimi ad A si confondano cogli elemen- 
ti degli archi corrispondenti, che comprendono l’an- 
golo sièrico , e quindi che quest' angolo sferico sia quanto 
quell’ angolo rettilineo , e perciò anche quanto l' al- 
tro in cui inclinami i piani de' cerchi ADB , AEB ; 
o pure è fondata sulla considerazione , che moren- 
dosi la semicirconferenza AEB intorno ali' asse AB 
per descrivere la superficie sferica , il raggio QE per- 
pendicolare ad AB descrive col suo estremo E 1* arco 
ED , nel tempo stesso che l'arco EA , passando da questo 
sito nell' altro DA , costituisce cosi l'angolo sferico EAD , 
la qual maniera di dimostrare da' noi qui indicata può 
vedersi a disteso nella Trigonometria Sferica del Si- 
gnor Delambre. La nostra dimostrazione però ci sem- 
bra procedere più geometricamente , e mettere anche , 
come quella della Prop. precedente , più uniformiti tra 
il metodo di dimostrare in questi Elementi di Trigo- 
nometria , e quello tenuto negli Elementi di Geome- 
tria Elementare. 

A QUELLE Paor. DEL Ca». II. CHE RIEUAXDASO LA 
STATURA DEL TRIANGOLO SFERICO. 

Le considerazioni intorno alla natura de’ triangoli 
sferici a noi pare che debbano premettersi a' prìncipi 
della risoluzione de’ medesimi -, poiché cosi richiede 1' 
ordine geometrico: ecco perchè non siamo d'accordo 
con qualche moderno Analista. 
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Alle Paor. X , XI e XII. 

Se i triangoli sferici si potesserero sempre far coin- 
cidere , come avviene ne’ rettilinei , quando o hanno 
i lati 1' un l' altro uguali , o due lati e 1* angolo com- 
preso sono rispettivamente uguali, ec. , starebbero bene le 
dimostrazioni , che per queste Proposizioni si danno or- 
dinariamente , e che lo stesso Signor Cagnoliha anche 
adottate nella sua Trigonometria. Ma la cosa non va 
cosi , come si può rilevare da' secondi casi delle nostre 
dimostrazioni , le quali sono state fondate sulla corri- 
spondenza di un triangolo sferico conun angolo solido 
triedro. 


LIBRO IV. 


Alla Paor. II. 

È piaciuto a taluni , tal che al Delamhre , di adot- 
tare per la verità cuunciata in questa Proposizione la 
seguente dimostrazione. 

Sia il triangolo sferico BZA , e C il centro della fit- S». 
sfera cui si appartiene. Nel punto Z sien tirate le tangenti 
ZP , ZQ agli archi ZB , ZA, e fino a’ raggi CB , CA 
prodotti. Finalmente si congiunga la PQ. Il triangolo 
PCQ darà 

PQ* = ZP* -f ZQ* — aZP. ZQ cos.Z 

= tang.'ZA-ptang.’ZB — a.tang.ZA tang.ZB cos.Z 

Il triangolo PCQ darà similmente 
PQ* = PC* + CQ* — aCP. CQ cos.PCQ 

— sec.’ZA -f- scc.'ZB — a.sec.ZA scc.ZB cos.AB 
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poiché AB c la misura dell’ angolo PCQ. Sottraggasi 
la prima di queste equazioni dalla seconda , e si arri 
o = . . . scc.’ZA — tang.’ZA -f- sec.’ZB — tang.’ZB 

— sec.ZA scc.ZB cos.AB + a.taug.ZA tang.ZB cos.Z 
o=i +* — a. sec.ZA scc.ZB cos. AB+atan. ZA tan.ZB cos.Z 
o= i —sec.ZA sec.ZB cos. AB+tang.ZA tang.ZB cos.Z 
cioè sec.ZA scc-ZB cos.AB=tang.ZA tang.ZB cos.Z + * 

e dividendo tutto per sec.ZA sec.ZB = ■— =: , n« 

1 oos.ZAcos.ZB 

risulterà 

cos. AB=sen.ZA sen.ZB cos.Z -|- cos. ZA cos. ZB 
o sia esprimendo i lati del triangolo per a , b , e , • 
gli angoli ad essi oppoiti per A, B, C; sari, per 
un lavo a 

cos.a = sen.i aen.e cos. A -f- cos.fc cos.c 
eli’ è la stessa forinola del nostro Teorema. 

Ma la dimostrazione qui recata non ci sembra 
nè più semplice pel numero de’ passaggi , e pe' prm- 
cipj di riduzione de* quali abbisogna , nè più naturai* 
di quella da noi recata. 

Allo Scol. Gè». Doro là Pkop. XVI. 

Rispettivamente alla regola del Signor de Gua ripor- 
tata in line di questo Scolio conviene far avvertire , che 
la maniera da noi tenuta , in esibire la quarta parte di 
un triangolo sferico , ci lia evitato di star a considerare , 
come fa il Cagnoli , i casi in cui la somma de 1 tre angoli 
non ecceda i ajo° , o sia tra i 270° • 36 o° j o final- 
mente oltrepassi questo limite. 
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Alla Pio». IV. 

La predate Nota è un Rapporto fatto dall’Autore , alla Reale Acca- 
demia delle Reietti* , nel ttol. , in occasione di alcune trisezioni 
d angolo , che furono ad essa inviate dal Governo per eiamc . 


. {fyappozio 


60 . 


Signori Colleghi. 

Il Problema della trisezione dell' angolo , come a 
Voi è ben noto , è di origine tanto antica, quanto quel- 
la de* primi tentativi geometrici . La ricerca della sua 
soluzione fu utile non poco a' progressi della Geome- 
tria di que’ tempi ; poiché coloro che vi si applicarono, 
ritrovandolo restio a’ metodi che allora possedevano , 
ne esaminarono la natura , e quindi immaginarono una 
nuova ed importante divisione de’ Problemi in tre ge- 
neri , notissima a’ Geometri . 

Dopo che , trasportata l'Algebra in Italia , fu essa 
felicemente applicata a' Problemi Geometrici , e che 
questi cominciarono ad essere classificati dal loro gra- 
do , si potè in molti modi dimostrare , che questo Pro- 
blema non potevasi generalmente risolvere coll' interse- 
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zioue dì cerchi , o di questi combinati con linee rette , 
e passò presso de' Geometri per segno sicuro d’ igno- 
ranza il voler rintracciarne a questo modo la soluzione. 

La Storia che ci somministra qualche esempio di 
paralogismi presi nella Scuola Greca , da uomini anche 
versati nelle Matematiche , per lo problema della qua- 
dratura del cerchio , del qual genere sono i tentativi fatti 
da Ippocrate Chio , e da Brisone ed Antifone , non ci 
dà neppur per ombra sospetto , ebe veruno abbia mai 
tentato di risolvere come piano il problema della trise- 
zione dell'angolo , o l’altro della duplicatura del cu- 
bo . Tanto è vero che la prima di tali ricerche era 
permessa , perché non dimostrata ripugnante alla Geo- 
metria , mentre la seconda , per questa ragione , era del 
lutto vietata . 

Non è avvenuto però lo stesso dopo il risorgimen- 
to delle Matematiche. Una folla di persone che appe- 
na avevano delibate queste scienze , e per le quali lo 
scioglimento di un Problema era un tentativo meccani- 
co e capriccioso , intrapresero a risolvere , col cerchio 
c colla riga , il problema della trisezione dell'angolo. 
Invano si proposero ad essi delle ragioni dirette per 
distorti da questo inutile tentativo ; le Matematiche so- 
no cosi fatte , che una ragione non persuade chi non 
possiede la caleua di verità che la connette ad una se- 
rie di altre già noie , che debbono necessariamente 
preciderla . Nè miglior successo si ebbe dall' altra via 
indiretta di mostrar loro gli errori ne' quali essi cade- 
vano nelle loro pretese soluzioni : fu anzi questo nuovo 
espediente un motivo di non pochi altri errori ; poi- 
ché 1' abito di ragionar male si conquista e si estende del 
pari elle quello di ragionar giustamente ; cd è perciò 
che dopo di aver essi convenuto de’ paralogismi presi 
ili una siluziouc, ne ordivano in seguilo cento alti-* 
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erronee , senza mai persuadersi . Ed ha l>en ragione 
di dire il Signor Monlucla , a che non mai è avventi* 
a (o , che un uomo il quale Ita creduto di aver tro- 
a vaia la quadratura del cerchio , la trisezione dell* an- 
a goto , la duplicazione del cubo , o il moto perpetuo, 
a si sia reso a' ragionamenti i più chiari : negherà pi ut* 
a tosto le proposizioni le più aempiici della Geometria, 
a come Cano da Molina , che non ne trovava meno 
a di V]. fclse nel 1®. Lib. di Euclide, a 

Questi motivi fecero finalmente decidere i Geome- 
tri a mai più incaricarsi di coloro che ri proponevano 
per oggetto delle loro ricerche simili foUle geometri- 
che. E questa loro saggia determinazione , che nella 
fine del secolo passato fu sanzionata da una delle prin- 
cipali Accademie di Europa , per mano del Signor di 
Condorcct , suo segretario perpetuo , neppure ha va- 
luto a liberare i Geometri e le Società dotte dalla per- 
secuzione de’ trisegatori . Né sono mancati nel nostro 
paese coloro che in diversi tempi hanno tentato questo 
assunto ; ed io che da molti anni vi professo le Mate- 
matiche , ho avuto spesso occasione d’ impiegar male 
il mio tempo in volerli persuadere ; per lo che mi son 
convinto , che miglior espediente non v' era di quello 
che un vecchio Geometra straniero mi aveva suggerito, 
di abbandonarli cioè a loro stessi : nè mai più di tri- 
sezioni , e di trisegatori mi sarei occupato , se da que- 
sto rispettabile consesso non mi fosse stato imposto di 
scrivere un rapporto intorno ad alcune di tali soluzioni a 
questa Accademia inviate per parere, dal Ministro dell’ 
Interno . Ma come mettere ad esame delle scioc- 
chezze ? E perchè perdere inutilmente il tempo , 
ed impegnare un’ Accademia ad occuparsi in erro- 
ri conosciuti ? Io dunque ho creduto ben fetto che 
tu» tal rapporto , anziché riguardare le follie de’ uo- 
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•tri trisegatori , die in genere di sciocchezze han- 
no certamente superato i loro predecessori , dovesse 
concernere la natura del Problema stesso , ed indicar 
le ragioni dalle quali si rileva l' impossibilità di ri- 
solverlo in quel modo che essi pretendono. Ho quindi 
nel rapporto , che bo ora 1' onore di presentarvi sul 
Problema della trisesiona angolare , raccolte non sola- 
mente le autorità di Geometri sommi, antichi e mo- 
derni , sulla natura di questo famoso Problema ; ma 
anche que' principi geometrici su i quali queste autori- 
tà sono fondate , e per messo de' quali una com- 
piutissima dimustraxione può formarsi dell* assoluta im- 
possibilità a costruirlo sol cerchio e cag U riga. 
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ESAME GEOMETRICO 

Della iatcra dell" letico Problema dilla Tassino*» 
dell' Aiuolo. 


Dopo che i Geometri della più remota antichità 
ehber diviso un angolo rettilineo in due parti uguali , 
l’ordine de’ progressi dello spirito umano ci porta na- 
turalmente a supporre , eh’ essi si do Tetterò subito oc- 
cupare a geometricamente trisegarlo , e può anche sup- 
porsi che , andando più in U , avessero cercato di di- 
viderlo in data ragione . Ciò posto è da presumere che 
questo Problema abbia avuta la sua origine nella Scuo- 
la di Pitagora; poiché Pappo ci ha lasciato nelle sue 
Collezioni notato , che i Geometri i quali se ne occupa- 
rono , non seppero risolverlo , perché non erano da 
essi ancora conosciute le Sezioni del Cono ; e tal teo- 
rica fu trattata completamente in questa scuola , mentre 
Aristeo Seniore , che scrisse cinque libri sulle curve 
coniche , ed altrettanti su i Luoghi Solidi fu , come 
rapporta Giamblico , il miglior discepolo di Pitagora , 
ed il di lui successore nella Scuola Ionica (') . 


(*) Il Signor Montitela , nella sua Storia delle Matematiche , Ga 
di Ariatro teuiore un Geometra della Scuola Platonica ; poiché ecco 
come egli ai esprime : » On sait qu Euclide etoit Platonicien , et l'oo 
u petit conjccturcr qu' il avoit puisc son h abilitò en Geometrie aur Ica 
7 » premierà auecc sicura de PUton. Nous le prèaumoaj ausai d'Ari- 
» atee GéoméUe celebre de 1‘ antiqui té , quoique pcu connu aujourd' 
» hui , a cause de la perle de scs coita ». In conferma di questa sua 
cpiaioQc , egli adduce il seguente luogo di Pappo 3 Ettclidts «siero 
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I Geometri eli que’ tempi dovettero naturalmente 
tentare di costruire il Problema della trisezione con ar- 
tifizj di Geometria Elementare-, ma essendo riuscite va- 
ne tutte le loro ricerche , conobbero che la natura di 
esso era tale che si esigeva per costruirlo l’ impiego 
di una curva diversa dal cerchio. Cominciarono per- 
ciò a considerare molte altre linee ; ed è a questo 
Problema che probabilmente si deve 1’ invenzione del- 
la Quadralrice , della Spirale Cilindrica , della Concoi- 
de , della Citsoide , e delle Sezioni del Cono , eoe 
quali curve avvertirono che potevasi fàcilmente perve- 
nire a comporlo. 


ttculus Arùtaeum teriptorem luculentum in iis qmae de conica tra • 
di derat : ncque antev ertens 9 nrque volgns rorum tractationem destrutre % 
rum mitissimui euri et benigniti erga omnes : donde ricava che » Eucli- 
» de , avendo avuti per Aristeo de' riguardi particolari , aveva dovuto 
» essere o mio discepolo , o «uo amico ; poiché ( soggìugnc egli ) , biso- 
» gna essere ben attaccato ad un uomo , per non voler nuocere alla 
» sua gloria f aggiugnendo alle sue scoperte ». Noi non c impegne- 
remo a dimostrare insussistente quest’ argomento del Montitela , poiché 
senza verun dubbio Àxistco precedi Platone per sette età , cioè per 
circa aoo anni -, faremo però notare a tal proposito , eh’ egli , partea. 
do da questo principio falso , ha poi urtato nell* altro scoglio t di 
aupporre , che il Problema della duplicaxioue del cubo abbia acqui- 
atata quella celebrità della quale ha poi goduto presso de' Geometri , 
nella Scuola Platonica , mentre quelli che lo avevano anteriormente 
conosciuto, non se n' erano molto occupati} e che l'altro dello stesso 
ordine , quello cioè della trisezione dell’ angolo avesse eccitati gU sfor- 
ai della stessa scuola. 

Or non è da mettersi in dubbio , che ti dell’ uno , che deli’ altro 
Problema sienai multo occupati nel Liceo j poiché esistono molte co- 
lazioni del primo di essi , congegnate in diverti modi , da Platone stesso, 
da Archita TareMmo , da Eu dosso , Eratostcne , Mcnecuu» , e da altri 
Geometri di questa Scuola} ma oltronde avendoci Pappo Lasciato no- 
talo che gli antichi , nel tentare la soluzione di tali due Probi. , esita- 
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Questa diversità nel modo di costruire i Problemi 
gli fece da essi distinguere in tre generi , al primo de' 
quali rapportarono quelli cbe coslruisconsi tirando ret- 
te o descrivendo cerchi , e questi li chiamarono Piani, 
poiché tali linee hanno la loro origine nel piano. 1 
Problemi del secondo genere eran quelli che esigevano 
per la loro costruzione una delle sezioni coniche , e li 
dissero Solidi , non già perchè queste lince hanno la 
loro origine in un solido , com’ è l’ opinione del New- 
ton ; ma bensì perchè , non essendo noto agli antichi 
Verun metodo da poter descrivere queste curve in Un 
piano , essi combinavano per la composizione de' Pro- 


rooo , perchè non ancora conoscevano le corre coniche , (ielle «piali 
non é da recarsi in dobbio che Aristco scritte cinque libri; bisogna 
convenire , cbe questi due Problemi fossero stati agitati e risoluti an - 
teriormentc a Platone , e quindi nella Scuola Italica. 

Per vie più stabilire che il Probi, della trisezione dell* angolo fu riso- 
luto in una tale scuola , addurrò un* argomento convincentissimo rica- 
vato da un altro luogo di Pappo. La prima verità che naturalmen- 
te discende dalla genesi stessa della Quadratric e è la divisione 
di un angolo in data ragione , c sembra , come dice lo stesso Monto • 
eia , che 1’ invenzione di questa curva sia dovuta alla ricerche fatte 
per risolvere un tal Problema. Or Pappo al proposito di esso si espri- 
me nel seguente modo : Datum quidem angui um , ve/ circumfrrentuim 
tripartito secare solidum est , ut ante ostcndimus , std datum an- 
golani , vel circumferentiam secare in dalam proporli onetn lineare 
est , et a janioribns demonstratum futi. Egli dunque c* indica mani- 
festamente , che il Probi, delta divisione di un angolo in data ragio- 
ne , fu risoluto molto posteriormente all* altro della trisezione , giacché 
chiama junioret quelli cbe sì occuparono di questo. E poiché 1* inven- 
zione della Quadratrice deesi a D mostrato , fratello del Geometra Me- 
neemo , particola r discepolo di Platoue , come abbiatn da Proclo ; bi- 
sogna perciò conchiudere , che il primo di tali Problemi non sia stato 
proposto c risoluto nel Liceo ; ma bensì molto tempo innanzi. Per confer- 
mar l'opinione che Pappo coll epiteto junsores vuole disegnare i Geometri 
ella Scuola Platonica , rapporterò un altro luogo , ove egli dice : Ad 
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Memi di questo genere i coni stessi su J quali erano se- 
gate ; il che chiaramente rilevasi da quel luogo di Pap- 
po , ove dice : Solida appellantur , namque ad con- 
llrucll inem neccite est tolidarum figurarum tuperficiebut , ni- 
mirum canicis uti. Finalmente ascrivevano al terzo genere 
tutti que’ Problemi che si potevano costruir solamente con 
una delle curve più composte che le Sezioni coniche , 
•d aventi , com’ essi si esprimevano , una genesi varia 


otreuli quadratura* osi ampia est a Ditto sfrata , et Tiicomed e , et 
nonnulhs junioribus quaedam lùtea, cui ab accidente , quod circa 
ipsam » nomen imposùum est. Kocelur ab ipsis Tetragooixiua , hoc 
mt linea quadrarti. 

Dalle cote già dette è chiaro che la Geometria Sublime era mol. 
lo avanzata nella Scuola di Pitagora , ond' é che la Geometria Ele- 
mentare ti doveva caaer perfezionata, ae non pel rigore e pel meto- 
do che ri ha posto Euclide , almeno per le remi che la compon- 
gono. Or non essendo concedibile che tante «coperte le quali , 
può dirai , avevan fiatati fin da que' tempi i limiti della Geometria 
degli antichi , atemi fatte sema che agli inrentori di esse foaac cono- 
«eiuta 1' Analisi Geometrica t la sola guida del Geometra nelle tua 
ricerche matematiche , bisogna perciò fiatare questa sublime invenzio- 
ne, dello spirito umano ad una tal' epoca ; e solamente potrà supporsi 
«he Platone , cui tanta gloria st é perciò tributata , abbia ridotto in 
precetti un tal metodo , e contribuito a renderlo più manifesto e 
comune. 

Né tampoco si dovrà a Menecroo attribuire la scoperta de' Luoghi 
Geometrici , e la loro applicazione alla costruzione de' Problemi inde- 
terminati i poiché altrimenti come si spiegherebbe sì gran caso che i 
Geometri anteriori a Piatone fecero de* Luoghi Solidi , de* quali Ari- 
ste© seniore scrisse cinque libri. E poi , avendo noi provato che i primi 
Geometri che si occuparono del Probi, della trisezione dell* angolo fu- 
rono anteriori a Piatouc , è fuor di dubbio che questi seppero risolve- 
re un tal Problema combinando le curve coniche : poiché Pappo ci 
ha lasciato notato , che lo ridussero all* altro di : Inclinare tra i lati 
di un angolo retto una retta data , la quale panasse prodotta per 
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o difficile. ThIì erano la Quadra! rire , la Concoide, U 
Cissoide e la Spirale \ ed i Problemi di questo genere 
gli chiamarono Lineari. 

Questa distinzione de’ Prol>l. ci è stala da Pappo 
notata in due luoghi delle sue Collezioni , nel secondo 
de 1 quali , che fa più al nostro pro|»osilo , poiché ivi 
si ragiona del Problema della trisezione deh’ ango- 
lo , dice: Antiqui Geometra* dalum (inputt/m reni - 
lineum tri parlilo recare volente* , ob lume cuussum 
haesitarunt . Problematum quae in Geometria consideran- 
tur tria tue genera dicimus , et eorum alia quidem Pla- 
na , alia Solida , alia vero Linear ia appellari. E più 
appresso dopo di aver dato di questi tre generi di Pro- 
blemi le definizioni quassù recate , conchiude : Itaque 
cvm hujutmodi sii Problematum diffe renila , antiqui Geo- 
metrae problema jam dicium in angulo , quod natura 
solidum est, per plana inquirenles invenire non potue - 
runt y nondum cairn ip*i* cognilae erant coni sectiones , 
et ob hanc caussam haesitarunt . Poitea vero angulum 
tripartito diviserunt ex conici* , ad inveniìonem infra - 
scripta inclinai ione utente*. Un tal Probi, di riduzione 
è quello indicato alla fine della nota precedente. 

Ed il Newton nella sua Aritm. Univ. , com cu laudo 
questo luogo di Pappo , dice : V etere * , ut ex Pappo 
dùcimu * , trisectionem anguli , et inventionem duarum 
medie- prò pori ionalium , sub inilio per rcctam Ime am et 


un date punto j t che poi «ostruirono questo Probi, elegantemente , 
facendo intersecare un Iperbole con un cerchio. Quindi siccome é 
veramente nella Scuola Platonica che ai svilupparono, e ai diede regola 
a molte scoperte de* Geometri anteriori, avrà potuto Menecmo , tutto 
al pi* , c«Btnbtùiv par quatto riguardo a qutUa de 1 Luoghi Ut- 
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ùrculum frustra ag gretti sunt : postea considerare coe- 
perunt alias permultas lineai , ut Conca idem , Ciuoidem 
et Conicas tee l ione s , et per harum al iquas solverunt 
ProHrmata. Tandem , re penitus esaminata , et seclio- 
1 tibui conici s in Geometriam recepii t , Prablemala di- 
stinxerunt in tria genera : Plana quae per lineai a pla- 
no originem derivante s , rectam riempe et circulum solvi 
postini. Solidi , quae per lineai orlum a solidi idest 
coni consideralione derivante s solvebatur ; et Linear» ad 
quorum solutionem requirebantur lineac magit composi- 
toi. Et justa hanc distinctionem , « problemata solida per 
» alias lineai quam conicas seclicnes solvere a Geometria 
» alienum est. » 

Percliè non sapevano essi descrivere le curve co- 
niche in un piano , come abbiamo poc’ anzi detto , non 
ricevettero nella Geometria che i soli Problemi costrui- 
bili tirando rette e descrivendo cerchi, ond'è che Pappo 
parlando del Probi, delle due medie proporzionali , di- 
ce : Antiqui G eometrae problema antedictum , quod na- 
tura solidum est , geometrica rat ione inaisi cantiniere non 
potuerunt , quaniam neque coni sectiones facile est in 
plano designare : ed il Vieta , nell* introduzione al suo 
Apollonio Gallo , si esprime cosi: Duplicavit cubum 
per parabola! Menechmus ; an igitur duplicata s est geo s 
metrice cubus ? Quadravi l circulum per volutam inor - 
dinalam Dinostratus , per ordinatam Archimedei ; an 
igitur geometrice quadralut est circulus f Id vero ne- 
mo pronunciabil Geometra : reclamarti Euclidei et tota 
Euclideorum Schola ; e poco dopo , soggiungendo di ciò 
la ragione , dice : conicas sectiones in plano describerc , 
semfier aeriti sunt antiqui, 

Ma in seguilo , vista la possibilità di tal descrizione 
nel piano , divennero anche geometricamente risoluti 
tjuc' Problemi che costruì varisi con queste curve ; e sola- 
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mente riputarono essi grave peccato in Geometria il co- 
struii' con queste o con altre curve un Problema che 
fosse piano , del pari che il pretendere di risolvere 
come piani que’ Problemi che si appartenevano al ge- 
nere de' Solidi e de' Lineari. Ed a tal proposito ec- 
co come si esprime lo stesso Pappo : Fidetur autem 

peccalum non paruum ette apud Geometra t, cum Pro- 
blema Planam /ter conica vel linearia ab alit/uo inveni- 
tur , et ut summatim dicam , cum ex improprio tol- 
vilur genere : ed il Cartesio , dopo di aver esposta la 

natura de' Problemi solidi , soggiugue : Nec minut vi- 
tium ett cumtructionem ejut poitea per reelat lineai et 
eirculot tentare , quam ad comlructionem illorum in qui- 
but non nitì circuiti ett opui , teclionei conica t ad- 
hibere , tiquidem quicquid ignorantiam aliquam teitatur , 
peccalum dici mocretur. Si rincontri pure a tal proposito 
il sentimento del Newton gii sopra recalo. 

I trisegatori dell’ angolo , ed i duplicatori del cu- 
bo , commettono dunque un grave peccato geometri- 
co , tanto più che lutt' i Geometri ne li hanno av- 
vertiti. 

1 Moderni , dopo il felice innesto dell'Algebra alla 
Geometria , riconobbero un’ altra distinzione no’ Pro- 
blemi , dipendente dalla loro natura. Essi gli classifica- 
rono dall’ equazione alla quale si perviene risolvendoli, 
quando però questa non sia capace di abbassamento , 
Stabilirono perciò che si costruissero tirando rette o 
descrivendo cerchi tutti que’ Problemi , 1’ equazione de' 
quali ascende al primo o al secondo grado ; che biso- 
gna descrivere almeno una delle tre sezioni coniche per 
costruir quegli altri, la di cui equazione ascende atterzo 
o al quarto grado ; e finalmente che quando l'equazione 
ad uu Problema è di un grado maggiore del quarto , 
” ' .'Ti ■•**►*■ 
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conviene impiegarvi oltre curve gradatamente superiori 
alle sezioni coniche (’). • 

Le ricerche degli Antichi fatte co’ metodi eh’ essi 
possedevano per classificare i Problemi , de’ quali non 
essendone a noi giunta notizia , ho cercato di divinar- 
ne l’orditura in una memoria, che avrò 1' onore di 
sottomettere altra volta al vostro savio giudizio ; e gli 
artifizj attivi ed ingegnosi dell* Analisi moderna , 
hanno del pari provato , che il Problema' della Tri- 
sezione dell’ Angolo è di sua natura solido . Ond’ Ò 
che a* giorni nostri stimasi «geometrico l' occuparsi in 


(*) Per non rapportar qui i molti luoghi della Geometria del Car- 
tello ne’ quali egli parla di una tal dùtiimonc de* Problemi, fatta do, 
po 1' applicazione dell’ Algebra alla Geometria , trascriverò il riassun- 
to che ue fa il tuo cementatore Schooten. 

Quocirea , póstquam secando libro ostensum est, quo poeto cur- 
vo* lìnea e medi uni ih ut aequationibus , qua* exfubent relationem 
qual» ipsal'um pancia habtnl ad pancia lìnea* recto* , distingui 
postini in certa genera , atque exinde cagnotei qu ae narri illarum 
magi* tini cemposilac , superest ut explicetnus quomodo tetri positi 
utrum Problema aUquod sii ve/ pian uni , ve/ solidìtm , rei deniqut 
linear*, Argot tur autem Problema plenum esse , cum acquatto ad 
quam perducitur, póstquam ad timpUcitsimos termino* est reducta, 
atque ampli ut reduci nequit , plana exislil , hoc est ut incognita 
quantilas ad quadratura adscendat , liuasre habeat dimensiones % 
Ulaque per recto* lineai , et ctrculorum circumfèrentias incentri pos- 
iti , quemadmodum primo libro fast ostensum . Ai vero solidum et m 
S* , quando aequatio qua* ex eo deduedur , póstquam ad sémpli- 
cissimo* temunos reduci a est, tali* ex ulti , ut incognita quantilas ad 
tres , aut quatuor dimensiones adscendat , ipsaque non nifi conicam 
etliquwn sectionem in construclionem adhibendo incentri queat. Ac 
denique lineare , ubi aequatio ilio , póstquam non amplius reduci - 
bilie est , plusquam solida exietat , et incognita quantilas ad quin- 
qu* aat sex dimensione* assurgtt , ve/ etiam ad, sepiem aut odo » 
tei ad novene aut dece/n dimensiones , atque ita porro in infnilum j 
ipsaque non nisi per curram secondi j aut tertii , aut super iori$ de- 
nique generis inventri potest. 
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risolvere un tal Problema come piano (') ; ed i Geo- 
metri e le Accademie bau giudicato disdicente |il dar 
ascolto a’ reclami di coloro , che vanno indagando U 
soluzione piana di questo Problema, e vani i tentativi 
per persuaderli. 

Ed in comprove di ciò non trovo fuori di propo- 
sito il trascrivere qui una dotta lettere a me diretta 
dal Chiarissimo Matematico Romano Signor Gioacchino 
Fessuti , in occaaione di un Opuscolo sulla duplicazione 
del cubo , che da un nostro Frate si pubblicò colle 
stampe , qui in Napoli ; del che col suddetto Pessuti 
lue ne dolsi , poiché prima di stamparsi aveva io per 
ordine esaminata e disapprovata una tal pretesa soluzione. 

/toma li 14. Dicembre 180S. 

<Stit»*atùii»»o 6i^siote-«*s 

» 1 quadrato ri del cerchio , i Insegatoli dell’ an- 
» golo , ed i duplicatori del cubo sono ano de’ mag- 
li gioii tormenti de' poveri Geometri , e posso assicu- 
ri rarla , che ne ho io avuta la porzion mia . Ma vi 
» vuol pur pazienza ; e quando prima di stamparle 
» vengono a richiedervi del vostro parere sulle loro 


(•) Giorgio Krafft , nelle tue Istituzioni di Geometria Sublime, do* 
po di avere in varj luoghi epo«U la dottrina degli antichi su i due Pro- 
blemi della ti unione dell'angolo , e della duplicazione del enbo , con. 
chiude nel $« 191. Quare irritai est coroni conatus qui Problema 
trisectionù annuii absoUere cupi uni circin i et regala*, aut Geometria* 
elemen^ns subsidìoi hoc enim natura quaestionù non patitur, qu*e 
Oeometriam sublimiorem hi* requrrit. E poco dopo al 5 * >9?» ripete : 
Irritai igitur est conatus trisectionù angoli absolvemdae hujus mrthe- 
éi ape , per civeinum et regulam. 
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» pretese scoperte , bisogna pure per civiltà far tam- 
ii bianza di ascoltarli , e tentare , quantunque sempre 
a inutilmente, o di persuaderli dell' impossibilità della 
* cosa , o di ritrarli da' loro paralogismi . Quando pe- 
ti rò hanno scoppiato al Pubblico, e vi mandano bo- 
li riosamente i loro libri , allora ai che non v* è alcun 
a bisogno di riceverli , e molto meno di leggerli , ed 
» io ho cosi fatto , e tarò sempre . E cosi appunto n* 
a ho usato col libercolo del Frate di Trapani , che 
a mi era ben noto prima della di lei lettera ; ma che 
a non ho voluto mai ricevere , anzi neppur toccar» 
a colla punta delle dita ; quantunque presentatomi a 
a nome di cotesto Duca di S. Arpino , dal mio buon 
» padrone il signor Duca di Sermoneta. Io dunque 
a non ho altra contezza de' paralogismi del Frate di 
a Trapani , senonebè quella eh' Ella me ne di nella 
a sua , e non voglio di più , perchè mi basta per far- 
a mi capire , eh' egli è anche al di sotto degli altri , 
a che nella sua paralogistica carriera 1* han preceduto, 
a Io stento a credere che il buon Frate sia in grado 
» d' intendere la dimostrazione eh’ ella di de'suoi para- 
a logismi , quantunque essa sia si semplice , evidente 
a ed elementare. Alle di lei dimostrazioni , se valesse 
a la pena di farlo , si potrebbe aggiungere anche que- 
a st’ altra ( e < fui questo degno Geometra dimostra an- 
ch' Egli in due modi diversi , ed elegantissimi , che io 
tralascio di rapportare , poichi inutili al presente oggetto , 
T insussistenza di tal pretesa soluzione). Ma a che gio- 
a va accumular ragioni centra il Frate di Trapani ed 
a i suoi pari. O non si arrenderà , o se fingerà pure 
a di arrendersi, per sostenere il suo pazzo assunto, vi 
a tormenterà con nuovi paralogismi più sciocchi dte'pri- 
a mi. Lo abbandoni dunque al suo delirio , come un ma- 
li lato di cui è disperata la guarigione , ed impieghi 
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» piuttosto il suo tempo , e «piede deposizioni rii e in 
x lei ravviso , nel coltivare e promuovere la vera e buona 
x Geometria. Sono con tutta la stima , ec. * 

Intanto questa mania di triscgar l'angolo riproducen- 
dosi di tempo in tempo presso di noi , non sarà fuor di 
proposito, che io «piaggiti riduca in tanti Canoni que' prin- 
cipi da' quali, e la natura di un tal Problema , e l'inutilità 
delle ricerche de' trisegatori chiaramente si rilevano. 

Cisoie I. 

I Geometri Antichi stahilirono per principio di 
scienza, che il Problema della Trisezione Angolare sia 
solido' di sua natura. 

Veggansi i quassù rapportali luoghi di Pappo. 

Cisosi n. 

Tutti i Geometri Moderni, e i più sublimi Analisti 
han pur rassodato il detto principio di scienu ; ed i 
garanti di ciò sono immensi ed ovvj. 

Canoni III. 

Dunque l'impossibilità di risolvere circino et regula il 
Problema della Trisezione Angolare , non è relativa ; ma 
assoluta. 

Canoni IV. 

II Problema della Triseaione Angolare ne offre in- 
tuitamente , o col debito sviluppo tre casi , ebe sono 
diversi tra loro , e da una medesima equazione locale di- 
notati. Dunepiela sua costruxione deve esibir necessariamen- 
te tre punti , o tre intersezioni , che rilevino «pie’ tre casi. 

Queste cose sono chiare per gli Elementi di Geo- 
metrìa Sublime. 



igo » • t a. 

Ciioii -V. 

Ogni costruzione geometrica clie si pratichi circino 
et regula non può assegnar tre punti, o tre casi. Dun- 
que è intrìnsecamente impossibile il trìsegare un angolo 
colla Geometria Elementare. 

E ciò si rileva dagli Elementi di Geometria. 

Cussi VI. 

Cotesta costruzione può ottenersi colla retta e la 
Concoide , come fu praticato dal sommo Archimede , 
o dalla sinuosa di Cramer e da una retta , ec. , Ma pia- 
ce a* moderni di ottener que' punti , con combinarvi 
due linee del second' ordine ; e tra queste soluzioni di- 
stinguonsi la Cartesiana, la Slusiana e la Vivianea, le 
quali non solamente sono eleganti ; ma son pur esenti 
da immaginaiie intersezioni , che non sono atte ad indi- 
care i casi del Problema. 

Casose VII. 

Tutti i Problemi Solidi riduconsi alla trisezione 
dell' angolo , ed all’ invenzione di due medie propor- 
zionali tra due rette date. Dunque se il primo Proble- 
ma fosse piano , come lo stesso dell' altro potrebbe dir- 
si , la Classe de' problemi solidi sarebbe distrutta. E 
quindi anche quella degl' ipersolidi. Nè piu sarebbe 
concepibile l' uso della Geometria Sublime. 

Casose VIII v 

Che anzi tutti i Problemi Geometrici , non solo 
sarebbero piani , ma del primo grado. E gli stessi 
Elementi di Geometria Piana sarebbero semplicabili , 
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per doverci* togliere il Postulalo terzo , e deprimere 
i Problemi di secondo grado. 

CilOE IX. 

L' ordine delle curve del primo genere , del secon- 
do , del terzo ec. sarà benanche abolito , potendosi 
dubitare della permanenza del grado della loro equa- 
zione. 

Casose X. 

L'equazione della Trisezione Angolare , qualunque 
sia quel sentiero geometrico onde vi si è pervenuto, è 
sempre cubica nel suo grado , e del caso irriducibile. 
Qui tutte tre le radici sono reali , sebbene sienvi sotto 
fqgina immaginaria esibite. 

« 

Casose XI. 

Niun Analista ha mai sospettato potersi deprime- 
re cotesta equazione. E questo artifizio di Analisi ha 
luogo quando nell'equazione vi sieno de' fattori stranie- 
ri , cioè alcuni valori dell’ ignota soddisfacenti all' equa- 
zione , e non già al Problema donde ella si ricava. Or 
ciè non è concepibile nell’ equazione per la Trisezio- 
ne Angolare. 

Canoni XII. 

Ciascuna radice dell' anzidetta equazione , per ra- 
gion del nesso essenziale de' tre casi del detto Proble- 
ma , è una funzione delle altre due radici. Dunque dalla 
teorica delle funzioni analitiche siamo convinti , eh* 
non si possa generalmente ottenere l ' indicata depressione. 
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Non pertanto in certi casi particolari divieti de- 
primibile la rapportata equazione. £ quindi nc* mede- 
simi casi potrà circino et regula Insegarsi l' angolo , 
O l' arco. 

(Questi archi trisegabili ciroino et regula sono mol- 

3a 

tissimi, e compresi nella formola generale , ove 

a* 

la 9 dinoti una parte dell’arco quadrantale, la quale si 
possa esibire con artifici elementari. 

Canoni XIV. 


Non è nuovo nelle ricerche matematiche , che si pos- 
sa ottenere in certi casi particolari ciò che in generale 
è impossibile ad ottenersi. Vi sono in fatti delle curve 
non quadrabili generalmente , le quali si possono poi 
quadrare in certi casi particolari. 

Ed ecco accennati i principali luoghi de’ Geometri 
sì antichi che moderni riguardanti il Problema della Tri- 
sezione Angolare , ed indicati i principi che la Geo- 
metria e l'Analisi somministrano per mostrare l'assolu- 
ta impossibilità di costruire un tal Problema colla ret- 
ta e col cerchio. Possa questo mio breve esame sulla 
natura di tal Problema produrre , or che lo rendo pub- 
blico , 1’ effetto desiderato. 


FINE DELLA TRIGONOMETRIA. 
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